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Résumé

La correspondance théta classique sur un corps local non archimédien F' induit
une bijection entre certains sous-ensembles de représentations irréductibles de deux
groupes formant une paire duale dans un groupe symplectique. Cette bijection est
définie a ’aide de la représentation de Weil, qui est une représentation a coefficients
complexes. Dans cet article, on généralise la construction de la représentation de
Weil pour les représentations f-modulaires 7.e. quand la caractéristique £ du corps
des coefficients est différente de la caractéristique résiduelle de F'. Pour ce faire, on
prouve le théoréeme de Stone-von Neumann dans le cas £-modulaire ; on définit aussi
le groupe métaplectique modulaire qui, contrairement au cas classique, est scindé
quand ¢ = 2. Ces résultats ont également un sens quand F' est un corps fini. Enfin,
on formule une conjecture pour une correspondance théta /-modulaire. On montre
tout d’abord que celle-ci se rameéne a la considérer sur un cléture algébrique du
corps des coefficients. Pour terminer, on donne une preuve de ces conjectures pour
les représentations supercuspidales quand la caractéristique £ est bonne — on dira
banale — vis-a-vis de la paire duale considérée. Dans ce dernier cas, la correspon-
dance théta est méme compatible a la réduction modulo £ pour des représentations
supercuspidales & coefficients ¢-adiques.

Abstract

The classical theta correspondence on a non-archimedean local field F' induces a
bijection between two prescribed subsets of irreducible representations of a reductive
dual pair in a symplectic group. This bijection is defined via the Weil representation,
which has complex coefficients. In this paper, we generalise the construction of the
Weil representation to ¢-modular representations i.e. when the characteristic £ of
the coefficient field is different from the residual characteristic of F'. To do so, we
prove Stone-von Neumann theorem in the ¢-modular setting; we define as well the
modular metaplectic group, which happens to be split when ¢ = 2 as opposed to
the classical setting. Actually these constructions also make sense when F' is a finite
field. We eventually formulate a conjecture for the /-modular theta correspondence.
We first prove it is equivalent to considering it over the algebraic closure of the field
of coefficients. To conclude, we give a proof of these conjectures in the supercuspidal
case when the characteristic ¢ is good — we call it banal — with respect to the dual
pair considered. In the latter case, the theta correspondence is even compatible to
reduction modulo ¢ for /-adic supercuspidal representations.
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Introduction

La correspondance théta sur un corps local établit une bijection 6 entre des classes
d’équivalence de représentations lisses irréductibles complexes de deux groupes provenant
d’une paire duale dans un groupe symplectique. L’interprétation de cette bijection donne
des informations arithmétiques profondes sur les représentations de chacun des deux
groupes précédents. Par exemple, on peut relier cette bijection aux propriétés analytiques
de fonctions L [Yam14] ou bien aux valeurs de facteurs ¢ [HKS96] ; ou encore établir des
liens avec la correspondance de Langlands comme pour GSp, [GT11]. La correspondance
théta globale est construite a ’aide de sa version locale, i.e. celle sur des corps locaux,
et entraine des résultats majeurs pour la théorie des formes automorphes (formule de
Siegel-Weil, formule du produit scalaire de Rallis, etc.).

Cet article est le premier d’une série en vue de développer une correspondance théta
locale ¢-modulaire, ce qui signifie une correspondance théta sur un corps p-adique F' pour
des représentations a coefficients dans F; avec ¢ # p. Considérer de telles représentations
sur des corps de caractéristique positive est intimement lié a des questions de congruences
entre formes automorphes, ce qui constitue une source importante d’application.

0.1 Correspondance théta locale classique

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique impaire et W un espace
symplectique sur F' de dimension finie. Soit ¢ : F — C* un caractere lisse non trivial.
Le groupe métaplectique classique Mp(W) est, d’apres [MVW87, Chap 2, I1], 'extension
centrale de Sp(W) par C* contenant le revétement non trivial a deux feuillets de Sp(W).
Pour tout sous-groupe H de Sp(W), on note H limage réciproque de H dans Mp(W).
En notant ¢ l'inclusion naturelle de C* dans Mp(W), on définit la catégorie Rep%en(ﬁ )
des représentations lisses complexes (7, V') telles que woi(A) = A-Idy pour tout A € C*.

L’ensemble de ses classes d’équivalence de représentations irréductibles est Irréen(ﬁ ).
Soit (wy,S) € Repfd ™ (Mp(W)) un modele de la représentation de Weil complexe
[MVW387, Chap 2, I1.6-11.8] associée a 1. Selon [MVW87, Chap 1, 1.20], une paire duale

réductive irréductible (H;, H2) dans le groupe symplectique Sp(W) est :
e soit constituée de deux groupes classiques, auquel cas elle est dite de type I;
e soit de deux groupes linéaires, auquel cas elle est dite de type II.

De plus les images réciproques H; et Hy commutent dans Mp(W). On a donc un mor-
phisme de groupes H; x Hy — Mp(W) donné par la multiplication qui permet de
considérer (wy,S) comme une représentation de H; x Hy par restriction. Pour tout



gen

w1 € Irrg (ﬁ 1), le plus grand quotient m-isotypique de w,; est de la forme 7 ®c O (1)

avec O(m;) € Rep®™ (Hy). Dans le sens contraire, tout o € Irr¥™ (Hy) définit une repré-

sentation O(ms) € Rep%en(ﬁl) telle que le plus grand quotient me-isotypique de wy, est
O(m2) @ ma. Ces représentations O(—) sont de longueur finie, ce qui permet de définir
leur plus grand quotient semi-simple, ou co-socle, noté 6(—).

Le résultat suivant constitue le cceur de la théorie et a nécessité le concours de
différents spécialistes pour étre prouvé dans sa plus grande généralité. On donne un

panorama succinct de ’ensemble des contributions qui y ont mené dans I’Annexe A :

Théoréme 0.1. Pour toutes représentations irréductibles m et ) dans Rep%en(fll) :
a) si ©(my) n'est pas nulle, alors 6(m1) est irréductible ;

b) quand ©(m1) #0, on a () ~ 0(w}) si et seulement si m ~ ).

Méme si ce théoréeme n’est ici énoncé que pour les paires duales réductives irréduc-
tibles, il entraine d’apres [MVW87, Chap. 2, IIL.5 Rem. 2| le méme résultat pour tout
paire duale réductive (Hy, Hy) dans Sp(W). Il est important de souligner que les repré-
sentations ©(—) et #(—) ainsi définies dépendent du choix du caractere lisse non trivial
1 : ' — C* principalement parce que w,, elle-méme dépend de ce choix.

Définition 0.2 (Correspondance théta locale classique). Soit (Hi, Hz) une paire duale
réductive dans Sp(W). La correspondance théta locale classique sur F' (associée a 1) est
définie comme la bijection induite par 6 entre les ensembles :

{m € r¥™(Hy5) | ©(m1) # 0} Lime ™ (Ha,s) | ©(m2) # 0}

Supercuspidales Pour ces relevés de paires duales, I’ensemble des sous-groupes para-
boliques est défini dans [MVW87, Chap 3, I1.4] et on peut donc parler de représentations
supercuspidales. L’irréductibilité de O(m1) quand 7 est supercuspidale a constitué une
premiere percée décisive en direction d’une preuve de la correspondance pour les paires
de type I. On peut construire une suite (Hy, H}) de paires duales de type I & partir
de tours de Witt. Ici Hj est fixe et la suite de groupes H} est croissante. Plus précisé-
ment, si (Hy, HY) est une paire duale dans Sp(W?), alors (Hy, H3) est une paire duale
dans Sp(W?) avec dim(W?) = 2i + dim(W?). En choisissant convenablement des repré-
sentations de Weil wfp pour chacun de ces index, ce procédé permet de considérer des

propriétés de récurrence pour ©'(m;) € RepS™ (H}).

Théoréme 0.3. Pour toute représentation supercuspidale w1 € Irr%on(ﬁ[l) :
a) il existe my, €N tel que O (m) #0 & i > my, ;
b) ©™71(my) = 0™ (my) est supercuspidale ;
¢) ©%(m) = 0 (m) pour tout i € N.

On appelle premier indice d’occurrence I'entier my,. Il est a noter que le troisieme
point est une conséquence du deuxiéme grace aux méthodes de Kudla. Par conséquent,



le fait que la premiere occurrence ©™ 1 (1) d’une supercuspidale 7 soit irréductible et
supercuspidale constitue un résultat clé de la théorie. Enfin, la conservation du support
supercuspidal dans le cas général 7y irréductible se déduit encore des filtrations obtenues
par Kudla.

0.2 Vers une correspondance théta modulaire

On voudrait obtenir une correspondance théta locale ¢-modulaire i.e. un analogue
du Théoreme 0.1 en remplagant C par n’importe quel corps de coefficients. En général,
si F' est un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p et G est un
groupe réductif sur F', on appelle représentation ¢-modulaire toute représentation lisse
a coefficients dans un corps R de caractéristique ¢ # p et on note Repp(G) la catégorie
correspondante.

Pour généraliser les résultats du paragraphe précédent, la premiere étape consiste a
construire des représentations de Weil de groupes métaplectiques a coefficients dans R.
Pour ce faire, il existe trois stratégies :

i) la premiére est 'approche originale de Weil [Wei64] qui a été étendue par Chinello
et Turchetti [CT13] pour les représentations ¢-modulaires ;

ii) la deuxieme est basée sur le théoréme de Stone-von Neumann [How79, MVW87],
qui a des liens avec la premiere mais fournit davantage d’outils;

iii) la troisiéme implique des méthodes géométriques [Shil2] sur une base localement
noethérienne sans restriction sur la caractéristique.

Toutes trois meénent a ’obtention de représentations de Weil de groupes métaplectiques.
Bien que la premiere et la derniere fournissent déja des représentations de Weil a coeffi-
cients ¢-modulaires, il paralt ensuite difficile d’étendre les outils classiques de la corres-
pondance (tours de Witt, filtrations de Rallis et Kudla, scindages de relevés de paires
duales et méthode dite du doubling) avec ces approches. De plus, en affinant la seconde,
il n’est pas nécessaire de supposer l'existence dans R d’une racine carrée du cardinal ré-
siduel g de F'. Ce fait nouveau ne parait pas visible autrement. Le lien entre la premiere
méthode et la deuxiéme semble bien connu des experts [MVW87, Chap 2, Prop IL.1] et
est détaillé dans ’Annexe A.2 de [Tril9]. La seconde s’appuie de maniére cruciale sur le
théoréme de Stone-von Neumann et présente ’'avantage de fonctionner aussi bien pour
les corps finis que pour les corps locaux non archimédiens.

Ce travail propose donc de généraliser MVW8T7, Chap 2| au cadre des représentations
f-modulaires : le théoréme de Stone-von Neumann modulaire fournira la représentation
de Weil modulaire ainsi que le groupe métaplectique modulaire. La théorie présentera
de nombreuses similarités avec le cas complexe tant que ¢ # 2; quand ¢ = 2 le groupe
métaplectique modulaire est scindé. Dans le sillage de ces constructions, on considérera
également les scindages de relevés de paires duales. Toutefois, les scindages habituels
ne sont pas toujours définis si le corps de base R n’est pas algébriquement clos, ce qui
constitue une nouvelle différence en comparaison du cas complexe. Enfin, on formule
une conjecture similaire au Théoréme 0.1 quand la caractéristique £ est bonne — on
dira banale — vis-a-vis des pro-ordres de Hy et Hy. Comme premier résultat conclusif en



caractéristique banale, on obtient a ’aide de méthode de réduction modulo £ un analogue
du résultat clé b) du Théoréme 0.3 (& savoir l'irréductibilité pour la premiére occurrence
d’une supercuspidale) ; cela prouve en particulier la compatibilité de la correspondance
théta a la réduction modulo £ pour les supercuspidales.

0.3 Résultats
Représentation de Weil modulaire

Soit F' un corps qui est, soit fini de caractéristique p, soit local non archimédien de
caractéristique résiduelle p et de caractéristique différente de 2. Soit (W, (,)) un espace
symplectique de dimension finie sur F' dont on note Sp(W) le groupe symplectique
associé. Soit R un corps de caractéristique £. On suppose qu’il existe un caractere lisse
non trivial ¢ : F — R*. Cette condition impose que £ # p d’apres la Remarque 1.1 et
se traduit en termes de racines de 1'unité via :

P(R) = {{eR*|3ke N, ¢t = 1} ~Qp/Z, siF est de caractéristique 0;
H | {EeRX | =1} ~Z/pZ sinon.

Théoréme de Stone-von Neumann

Le groupe d’Heisenberg H est le groupe localement profini formé de ’ensemble W x F'
muni de la topologie produit et de la loi de groupe :

/
(w,t) - (W', t') = (w—i—w',t—l—t'+ <w,2w))

On identifie F' avec le centre de H via I'isomorphisme de groupes topologiques t — (0, t),
de sorte que 1 soit un caractere du centre de H. La catégorie des représentations lisses
de H a coefficients dans R est notée Repp(H).

Quand R est le corps des nombres complexes, le théoreme suivant est connu sous le
nom de théoreme de Stone-von Neumann [MVW87, Chap. 2, Th. 1.2]. On le généralise
dans la Section 2 pour les représentations modulaires i.e. a coefficients dans R :

Théoréme A (Stone-von Neumann modulaire). A isomorphisme prés, il existe une
unique représentation irréductible (py,S) dans Repr(H) dont le caractére central est 1.

On appelle représentation métaplectique associée a ¥ 'unique classe d’équivalence qui
provient du théoreme. Un modele de la représentation métaplectique est un représentant
dans Repg(H) de cette classe d’équivalence. Les modeles de Schrodinger et les modeles
latticiels, que 'on décrit dans la Section 2.2, occupent une place majeure dans la théorie
parce qu’ils proviennent de formules treés explicites. Ils permettent de faire des calculs
concrets qui sont a la base de la correspondance théta classique.



Groupe métaplectique

Soit (py, S) un modele de la représentation métaplectique associée a 1. On développe
au début de la Section 3 les considérations suivantes. Pour tout g € Sp(W), la repré-
sentation (pi,S) définie par pi(w,t) = py(g~w,t) pour (w,t) € H est un modele de
la représentation métaplectique associée a 9. Elle est donc isomorphe a (py,S). Comme
HomH(pi, py) =~ R, 'action de Sp(W) sur (py, S) définit une représentation projective
os : Sp(W) — PGLRg(S), qui se releve en une représentation w,y, g d'une extension cen-
trale de Sp(W) par R*. Celle-ci est obtenue comme la premiére projection du produit
fibré associé au morphisme quotient RED et & og au-dessus de PGLg(S) :

NR w’
Spy,s(W) == GLg(S)

Sp(W) —*> PGLg(S5)

—~R
ol Spy, (W) est extension centrale de Sp(W) par R* en question et pg est la seconde
projection. On prouve dans la Section 3.1 que ces extensions centrales sont canonique-
ment isomorphes et le groupe dérivé :

Spy.5(W) = [Spy.s(W), Spy.s(W)]

est le groupe dérivé de Sp(W) si F est fini ou ¢ = 2; I'unique extension centrale non
triviale de Sp(W) par {£1} sinon. Ainsi quand ¢ = 2, le groupe métaplectique est scindé.
On explique également la structure d’extension centrale topologique dont le groupe mé-
taplectique jouit.

Définition. La classe d’isomorphisme des extensions centrales topologiques gf)ﬁ g(W),
ou S parcourt les modeles de la représentation métaplectique associée a 1, est appelée
groupe métaplectique associé a ¥. Un modele du groupe métaplectique est simplement
un représentant de cette classe d’isomorphisme.

Représentation de Weil

Soit Mp(W) un modele du groupe métaplectique associé a 1. Pour tout modele
(py,S) de la représentation métaplectique associée a 1), il existe par définition un iso-
morphisme g d’extensions centrales topologiques :

~R
¢s : Mp(W) — Sp,, ¢(W).

Qui plus est, un tel isomorphisme est unique sauf si F' = F3 et dimpW = 2. On choisit
un systeme d’isomorphismes pg pour tout modele et on définit :

Définition. La représentation de Weil modulaire associée a ¢ est la classe d’isomor-
phisme des représentations (wy 50 ¢g,S) du groupe Mp(W). Un modele de cette repré-
sentation de Weil modulaire est un représentant de cette classe d’isomorphisme.



Quelques commentaires sur cette représentation de Weil modulaire : il subsiste une
ambiguité quand F' = F3 et dimp(W) = 2 puisque cette classe d’isomorphisme dépend
a priori du choix du systéme d’isomorphisme {¢g} ; le cas que 1'on vient de mentionner
est désigné comme exceptionnel et ne se produit évidemment pas quand F' est local non
archimédien. Dans tous les cas, la représentation de Weil modulaire est lisse admissible ;
et sauf dans le cas exceptionnel, il suffit de connaitre 'action du groupe dérivé l\//[Y)(W)
de Mp(W) pour étudier la représentation de Weil modulaire.

Correspondance théta locale /-modulaire

A partir de maintenant, on suppose que F est un corps local non archimédien de
caractéristique résiduelle p et de caractéristique impaire.

Pour limiter au mieux la longueur du présent article, on ne cherche pas a prouver que
la conjecture ci-dessous est vraie pour les paires de type I. Ce but sera plutét poursuivi
lors d’une publication ultérieure en suivant la deuxieme moitié de [Tril9], parce que cela
requiert encore 'introduction de plusieurs outils comme les filtrations de Rallis et de
Kudla [MVW87, Chap. 3, IV], I'involution de MVW [MVWR&87, Chap. 4] et les stratégies
de [GT16] et [GS17].

Définition de O(m;) et conjecture

On reprend les notations de la Section 0.1 en remplagant partout C par R. On fixe une
paire duale irréductible (Hi, Hz) dans un groupe symplectique Sp(W). Pour simplifier
I’exposition, on suppose que R est algébriquement clos de caractéristique £ # p.

Définition (Correspondance théta f-modulaire). Soient 7 et 7} deux représentations
irréductibles dans Rep%y" (H1). On consideére les assertions suivantes :

(0©1) la représentation ©(m1) est de longueur finie, donc admet un co-socle noté (1) ;
(©2) si ©(m) n'est pas nulle, alors 6(m) est irréductible;
(03) quand O(m1) # 0, on a () ~ O(7}) si et seulement 7 ~ 7.

Quand ces trois énoncés sont valides pour tous m et 7], la « correspondance théta locale
f-modulaire sur F' » est alors définie comme la bijection induite par 6 entre les ensembles :

{(m € " (Hy) | O(m) £ 0} £ {my € Wr™(Hy) | O(m2) # 0},

Conjecture. Il existe un ensemble fini Sy, m,) de nombres premiers tel que pour tout
corps algébriquement clos de caractéristique £ & S(g, m,), la correspondance théta locale
£-modulaire sur F est valide.

Cet ensemble fini dépend seulement de la paire (Hy, Hy) considérée. Pour les paires
de type II, Minguez a montré [Min06] que la conjecture est vraie en prenant S(H, ,Hy)
I’ensemble des diviseurs premiers des pro-ordres de Hy et de Hy. Quand £ divise un de ces
deux pro-ordres, on dira que ¢ est non banal vis-a-vis de (Hy, Hy) ; dans le cas contraire
¢ sera dit banal. Pour les paires de type I, il semblerait que 1'utilisation de la méthode



du doubling puisse entrainer que S(g, r,) soit plus grand que les premiers non banaux
vis-a-vis de (Hy, Hy) d’apres [Tril9, Th 6.3.3.3]. 1l existe des exemples (Hj, Ho, ¢) dans
lesquels (©2) est mis en défaut, aussi bien pour des paires de type II [Min06, Sec. 4.5.2]
que pour des paires de type I [Tril9, Sec. 7.2]. Donc Sy, p,) est a priori non vide.

Extension des scalaires pour la correspondance théta

On donne ’application suivante des objets que I’on a développés, principalement pour
formuler une correspondance théta quand le corps de base n’est pas algébriquement clos.
On fixe toujours une paire duale réductive (Hy, Hy) dans un groupe symplectique Sp(W).
Soient R un corps parfait de caractéristique £ # p et R une cloture algébrique de R.
Soit 7 € Rep%™(Hy) irréductible (admissible) et Dy son anneau des endomorphismes.
Quand R est algébriquement clos on a D; = R; en général D; est une algebre a di-
vision de dimension finie et centrale sur R. Le plus grand quotient mi-isotypique de la

représentation de Weil wy, se factorise en O(m1) ®p, m ou O(m) € Rep%en(ﬁ 1) est muni

d’une structure de module & droite sur D; qui commute & l'action de groupe. Un tel
©(m1) est unique & isomorphisme de bimodules pres. Dans la Section 5.2, on développe
des énoncés (01)-(03)-(03) sur R qui sont analogues aux énoncés (O1)-(02)-(03) définis
sur R. L’action de D; complique quelque peu la situation, mais seulement en apparence
car chacun de ces trois énoncés sur R et R est compatible & I’extension des scalaires au
sens donné par les trois Propositions 5.6, 5.7 et 5.8. Finalement, on obtient le résultat
de compatibilité du Théoreme 5.9 que I'on résume ainsi :

Théoréme B. La correspondance théta locale sur F' a coefficients dans R est valide si
et seulement si la correspondance théta locale sur F' d coefficients dans R [’est.

Par conséquent, il est suffisant de considérer la situation ou R est un corps algébri-
quement clos. Néanmoins, ’exemple qui clot la Section 5.2 met en lumiere une certaine
compatibilité a ’action de Galois pour la descente depuis un corps algébriquement clos.

Compatibilité de la correspondance a la réduction modulo ¢

Pour terminer, on considere dans la Section 5.3 le cas ou 71 est supercuspidale et on
étudie la compatibilité a la réduction modulo ¢ de la correspondance théta classique. Le
méme argument semble fonctionner pour les paires de type II, mais on le présente pour
une paire duale (Hy, Hs) de type I. On obtient ainsi une généralisation de I'irréductibilité
de la premiére occurrence dans les tours de Witt, a savoir le point b) du Théoréme 0.3
dans le cas modulaire. Pour simplifier, on suppose que H, et Hy sont scindés : on fixe
alors des plongements de Hy et Hy dans ces relevés.

Soit W (F;) I'anneau des vecteurs de Witt, dont on note K le corps des fractions
et dont I'idéal maximal est engendré par ¢. Une représentation absolument irréductible
(super)cuspidale II; dans Repy (Hp) est entiére au sens ou elle contient toujours un
W (Fy)-réseau (admissible) Ly, qui est stable par Hy. On peut alors considérer la réduc-
tion modulo / de ce réseau m = Ly, Dw @) F/, qui est une représentation cuspidale dont
la semi-simplifiée ne dépend pas du choix de Ly, par le principe de Brauer-Nesbitt. Si ¢



est banal vis-a-vis Hi, et si H; admet des sous-groupes discrets co-compacts !, alors la
représentation 7y est irréductible. Quand la caractéristique résiduelle p de F' est impaire,
on sait décrire, a l'aide de la théorie des types, une représentation cuspidale m; comme
une induite ind? '(A) ot J est un sous-groupe ouvert qui est compact modulo le centre et
A est une représentation irréductible de J. On a la compatibilité suivante, qui implique
également (©1) pour les supercuspidales en caractéristique banale :

Théoreme C. On suppose que Hi admet des sous-groupes discrets co-compacts, que £
est banal vis-d-vis de Hi et que F est de caractéristique résiduelle p impaire. Soit 114
une représentation absolument irréductible cuspidale dans Rep%fn (ﬁ[ 1). Il existe alors un
W (F,)-réseau stable Lo,y de ©(I11) tel que les semi-simplifiées dans Rep%n(flg) des
représentations :

te(Loy)) = Lo /fLea,) et O(m1)

sotent isomorphes. En particulier ©(my) est de longueur finie.

La restriction sur la caractéristique résiduelle provient de 'utilisation d’un argument
de théorie des types [KS20] qui montre, lors du Lemme 5.12, que I'idempotent central
er, du centre de Bernstein associé a IIj est entier i.e. a coefficients dans W (FFy). On
déduit du théoreme précédent :

Corollaire D. On reprend les hypothéeses précédentes et on suppose de plus que £ est
banal vis-d-vis de Hy. Alors si la représentation ©(I1y) est cuspidale non nulle, la repré-
sentation ©(my) est irréductible.

On obtient ainsi le point-clé b) du Théoréme 0.3 quand la caractéristique ¢ est banale
vis-a-vis de la paire duale. L’hypothése ©(I1;) supercuspidale correspond & l'indice de
premiére occurrence au sens de [Kud86]. Pour traiter le cas général a partir de cette pre-
miére occurrence, il faudrait introduire comme dans [Tril9] les filtrations de Kudla dans
les tours de Witt pour les représentations modulaires. Comme il a déja été mentionné,
cela fera I'objet d’une suite & cet article.

0.4 Contenu

Les préliminaires de la Section 1 sont 'occasion de définir les notations, ainsi que
de poser les bases du facteur de Weil non normalisé, qui est une modification nouvelle
du facteur de Weil usuel. On se sert de ce facteur dans la Section 3.5 pour donner
une interprétation plus géométrique du cocycle métaplectique. Ces considérations sont
d’une nature assez technique et n’entravent en rien la compréhension du reste du texte
a condition de les admettre.

Les ossatures des Sections 2 et 3 sont similaires a celles de [MVW87, Chap. 2, I] et
[MVW8T7, Chap. 2, II]. On a repris et généralisé le propos, aussi bien pour insister sur les
différences avec le cas complexe que par un souci de donner un texte aussi auto-contenu

1. Cette condition est toujours satisfaite quand F' est de caractéristique 0. On indique la Remarque
5.19 pour une discussion plus poussée sur ce point.



que possible. On l'espere détaillée et aussi claire que [MVW87, Chap. 2|. On décrit avec
précision dans la Section 3.1 la topologie du groupe métaplectique. Une premiere diffé-
rence apparait quand la caractéristique du corps de base est 2 : le groupe métaplectique
est alors scindé. La Section 3.5 apporte un nouvel éclairage sur la signification du cocycle
métaplectique car la section classique [RR93, Thm 3.5] dite de Segal-Shale-Weil n’est
pas définie quand le corps des coefficients ne contient pas de racine carrée du cardinal ré-
siduel ¢g. Pour cette raison, une modification du facteur de Weil classique est nécessaire ;
on introduit dans les préliminaires cette autre constante qu’on appelle facteur de Weil
non normalisé et qui s’interprete naturellement a ’aide de la transformée de Fourier.

La Section 4 constitue une généralisation de [Kud94] sur les scindages des relevés
de paires duales. Il y a cependant des différences notables avec la théorie complexe,
au sens ou les probléemes de scindage dépendent du corps de base que 'on considére.
A nouveau, ces changements sont principalement liés & Pexistence ou non d’une racine
carrée de ¢q dans le corps des coefficients. Ces questions, en apparence techniques, revétent
une importance des plus cruciales [HKS96, p. 946] car elles permettent de relier des
informations arithmétiques tres concretes a des questions portant sur la correspondance
théta. C’est pourquoi il faut porter une attention particuliére aux comportements de ces
scindages, surtout quand ceux-ci ne sont pas uniques ou qu’on les restreint a certains
sous-groupes, comme dans la méthode des paires dites balangoires (seesaw).

La derniére section définit le ©-relevé — ou ©-lift — d’une représentation irréductible
d’une paire duale (Hj, Hs). Par contraste avec le cas classique, il faut en plus prendre
en compte l'action de I'anneau des endomorphismes de la représentation irréductible
considérée quand le corps des coefficients n’est pas algébriquement clos. L’Annexe B
développe dans ce contexte les résultats qui nous sont nécessaires en théorie des repré-
sentations, comme le comportement vis-a-vis de ’extension des scalaires ainsi que les
liens avec la construction du plus grand quotient isotypique. On prouve enfin dans le
Théoreme 5.9 que quand le corps de base est parfait, il est équivalent de considérer
les énoncés (0))-(05)-(0%) sur ce corps de base ou les énoncés (01)-(02)-(03) sur une
cloture algébrique. Pour terminer, la Section 5.3 explique la maniére dont la correspon-
dance théta classique pour les supercusidales est compatible a la réduction des scalaires,
le tout sous une hypothése de banalité. On prouve ainsi 'irréductibilité pour le premier
indice d’occurrence des supercuspidales en caractéristique banale.
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1 Préliminaires

1.1 Notations et conventions

Dans tout cet article, F' désigne un corps qui est, soit fini de caractéristique p, soit
local non archimédien de caractéristique résiduelle p. Néanmoins, on suppose que la
caractéristique de F' est toujours différente de 2. Le corps résiduel de F' étant fini de
caractéristique p, on note ¢ son cardinal, qui est une puissance de p. La norme |- |p sur
F est, la norme triviale quand F est fini, la norme p-adique normalisée quand F est local
non archimédien. Elle est normalisée au sens ou la norme de toute uniformisante de F’
est ¢~'. L’anneau des entiers de F est Op, ot par convention O est le corps F tout
entier dans le cas fini.

On réservera (W, (,)) pour désigner un espace symplectique de dimension finie n
sur F' muni de son produit symplectique (, ). Pour tout sous-espace totalement isotrope
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X dans W, on note P(X) le stabilisateur de X dans Sp(W). C’est un parabolique
maximal de Sp(WW') pour lequel N(X) désignera son radical unipotent et M (X) un sous-
groupe de Levi. Un lagrangien de W est un sous-espace totalement isotrope maximal, ou
autrement dit, un sous-espace totalement isotrope de dimension m avec n = 2m. Deux
lagrangiens X et Y de W donne une polarisation complete si W = X + Y. Dans ce cas
Y ~ X* via y — (y, ), ce qui induit une dualité a € GLp(X) — a* € GLr(Y) ainsi que
¢ € Homp(X,Y) — ¢* € Homp(X,Y). Plus généralement quand X est un sous-espace
totalement isotrope quelconque, en donnant une décomposition W = X + W° +Y ou
Y ~ X* et Wj est un espace symplectique orthogonal a I’espace symplectique X + Y,
on a un isomorphisme canonique M(X) ~ {(a,u) | a € GLp(X),u € Sp(W?)}. On note
detx le caractére de P(X) qui & tout p = m(a,u)n € P(X), avec m(a,u) € M(X) et
n € N(X), associe |det(a)|p.

La théorie des espaces e-hermitiens généralise les notions d’espaces orthogonaux,
symplectiques et unitaires. Il en sera fait un usage extrémement bref et limité dans ce
travail, aussi invite-t-on, pour les personnes désireuses d’un traitement complet de leur
théorie, a consulter [MVW87, Chap. 1]. On rappelle brievement le peu de vocabulaire
dont on va faire usage ici. Un espace e-hermitien de dimension n est scindé s’il possede
un sous-espace totalement isotrope de dimension m tel que n = 2m. On s’autorise
alors, et dans ce cas seulement, a utiliser le mot lagrangien pour signifier un sous-espace
totalement isotrope maximal d’un espace scindé. Dans un espace e-hermitien quelconque,
il existe bien évidemment des sous-espaces totalement isotropes maximaux. Enfin, on
note par la lettre U son groupe des isométries.

Soit R un anneau commutatif unitaire. Pour tout groupe localement profini G, on
note Repr(G) la catégorie des représentations lisses de G a coefficients dans R. Le cadre
d’étude de ces représentations est largement développé dans [Vigd6, Chap. I], dont on
donne quelques rappels succincts. On appelle aussi ces représentations des R[G]-modules
lisses. Le foncteur V € R[G] — mod — V> € Reppr(G) associe & un R[G]-module
V' sa partie lisse V*°. Pour tout sous-groupe fermé H d’un groupe localement profini
G, on désignera par Indg et indg les foncteurs d’induction et d’induction compacte
respectivement. Ces foncteurs ne sont pas normalisés. D’apres [Vig96, 1.2.4], Pexistence
d’un sous-groupe ouvert de G de pro-ordre inversible dans R est une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il existe une mesure de Haar pug de G a valeurs dans R. Pour tout
sous-groupe compact ouvert K de G, il existe au plus une mesure de Haar pux de G
a valeurs dans R qui prenne la valeur 1 sur K. On désigne par C*°(G, R) 'ensemble
des fonctions sur G a valeurs dans R qui sont localement constante et par C>°(G, R)
le sous-espace de C°(G, R) des fonctions a support compact. Le contexte étant clair la
plupart du temps, la référence a R sera sous-entendue en écrivant C°(G) et C°(G).

On note Fp le groupe des caracteéres lisses de F' a valeurs dans R. Il est muni d’une
structure d’espace vectoriel sur F', ou ’addition correspond & la multiplication de deux
caractéres et la multiplication par un scalaire A € FF a A- ¢ : t — ¥(At) ou ¢ € Fp.
Quand R est un corps, ’espace vectoriel Fg est de dimension au plus 1 sur F. Il est de
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dimension exactement 1 & condition qu’on ait :

P(R) = {¢eRrR*|Jke N, ¢ = 1} ~Q,/Z, siF est de caractéristique 0;
: | {¢eRX | =1} ~7/pZ sinon.

Remarque 1.1. En particulier, un tel corps R est de caractéristique ¢ différente de p.

Dans tout cet article, on se place sur un corps R ou cette condition est réalisée,
de sorte qu’il existe un caractére lisse non trivial ¢ : F' — R*. On réserve dorénavant
« R » et « ¢ » pour désigner un tel corps et un tel caractére. On écrit indifféremment ¢
pour désigner 'entier dans Z et son image dans R par la morphisme canonique Z — R.
Quand S est un espace vectoriel sur R, on note GLr(S) le groupe des endomorphismes
inversibles de S et RED : GLg(S) — PGLR(S) le morphisme de groupe quotient.

1.2 Facteur de Weil non normalisé

Soit X un espace vectoriel sur F' de dimension finie m. Comme le pro-ordre de X
est une puissance de p et la caractéristique ¢ de R est différente de p, il existe une
mesure de Haar p de X a valeurs dans R d’apres [Vig96, 1.2.4]. On définit dans cette
partie une version non normalisée du facteur de Weil. Elle présente 'avantage d’étre
plus élémentaite et immédiate. On explique ensuite comment la relier au facteur de Weil
habituel, c’est-a-dire tel que défini dans [Wei64, Per81, RR93] quand R = C, et dont la
généralisation quand R posséde une racine carrée de q est effectuée dans [CT13].

Proposition 1.2. Soit QQ une forme quadratique non dégénérée sur X. Il existe alors
un unique €lément Q,(¢ o Q) dans R* tel que 'on ait pour tout f € C°(X) :

[ [ 1= 200@Q@)du(@)duty) = 2w 0 Q) [ f@)du(a).
XJX X

Démonstration. L’application linéaire :

W f e CR(X) /X /X Fy — 2)0(Q())du(x)du(y) € R

est une mesure de Haar de X a valeurs dans R, qui est bien évidemment non nulle. Par
unicité de la mesure de Haar [Vig96, 1.2.4], il existe un unique élément ¢ € R* de sorte
que u' = cu. O

Ce facteur Q, (1) o Q) dépend bien évidemment du choix de p comme la notation le
suggere. On étend ce facteur a toute forme quadratique comme suit. Une forme quadra-
tique @ est non dégénérée si son radical rad(Q) est réduit a 0. Toute forme quadratique
@ sur X induit une forme quadratique Qnq sur X/rad(Q) qui est non dégénérée.

Définition 1.3. Soit () une forme quadratique sur X. Pour toute mesure de Haar p de
X/rad(Q) a valeurs dans R, on appelle facteur de Weil non normalisé la quantité :

QY oQ) :=Q,(1) 0 Qna).
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Avant de présenter quelques propriétés de ce facteur, on introduit quelques considé-
rations assez connues. Si X’ est un espace vectoriel isomorphe & X, on note Isop(X, X')
’ensemble des isomorphismes d’espaces vectoriels entre X et X’. On écrit Autp(X) pour
signifier Isop(X, X). Quand X* = Homp (X, F') est le dual de X, 'ensemble Isop (X, X*)
est muni d’une involution p — p* donnée par la dualité. On définit :

ISOSF}’]m(XaX*) = {p € Isop(X, X") | p= ,0*}

Chacun de ces ensembles hérite, en tant que sous-ensembles de Homp (X, X'), de la
topologie naturelle de cet espace vectoriel de dimension fine.

Soit 1 une mesure de Haar de X a valeurs dans R. Pour tout ¢ € Auty(X), la mesure
¢-p=poo¢ ! est une mesure de Haar de X. Elle est proportionnelle & y par unicité
de la mesure de Haar. Soit |¢| € R* tel que ¢ - u = |¢| x p. Alors |¢| ne dépend pas du
choix de u, on I'appelle le module de ¢. On a pour tout sous-groupe compact ouvert K

de X :
voly,(K) _ (¢~} (K))
ol (K) — a(K)

9] =

De plus, 'application module :

AutF(X) — R*
¢ — |9

est localement constante et définit un morphisme de groupes. En d’autres termes, le
module est un morphisme de groupes continu, ot R* est muni de la topologie discréte.
On peut affiner la description de I'application module :

|¢| = |detp(¢)|F pour tout ¢ € Autp(X).

En particulier, I'image de I’application module est gZ.

On peut également définir Papplication module pour Isop(X, X*) comme suit. Soit
1 une mesure de Haar de X a valeurs dans R. La mesure duale p* de p est I'unique
mesure de Haar de X™* telle que 'application de transformée de Fourier :

Fu @ CX(X) — CF(X™)
o= RS
admette comme inverse :
Fue 1 CR(X*) — CX(X)
h > Fuh

ot Fouf - 2% s /X (2" (@) £ (2)dp()

ou Fyrh:x— Y(—x*(z))h(z")du* ().

X*
Pour tout p € Isop(X,X*), la mesure p-pu = po p ! est une mesure de Haar de
X*, proportionnelle a p* par unicité de la mesure de Haar. Soit |p|, € R* tel que
p-p=|pl, x u*. Alors |p|, dépend du choix de p, mais seulement & un carré pres de
R*. On a pour tout sous-groupe compact ouvert K de X* :

. Olou(K) (o™ ()
Pl = ol (K) oK)
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De plus, ’application module :
Isop(X,X*) — R”
p = lply
est localement constante et compatible & Paction de Autp(X) au sens ou pour tout
¢ € Autp(X) et tout p € Isop(X, X*),ona:
o bl =[] X [plu-

Le module ainsi défini est invariant par la dualité au sens ou |p|, = |p*|,. Quand K
est un réseau de X, 7.e. un sous-groupe compact ouvert de X muni d’une structure de
Op-module, la quantité |p|,, est une puissance de g.

Proposition 1.4. Q désigne une forme quadratique sur X et p une mesure sur X.
a) Si Q est la forme quadratique nulle, on a (1) 0 0) = p({0}).
b) Pour tout A € R*, on a :

(o Q) = Ax QYo Q).

¢) Pour tout X' de méme dimension que X et pour tout ¢ € Isop(X,X'), la forme
quadratique Qp = Q o ¢~ définie sur X' a pour radical $p(Ker(Q)). Alors :

Qou( o Qg) = Q0 Q).
En particulier, si ¢ € Autp(X) est tel que ¢p(rad(Q)) = rad(Q), on a :

(9 0 Qp) = 16| ™! x Qu(¥ 0 Q).

d) Le facteur de Weil non normalisé est compatible a la somme directe des formes
quadratiques au sens suivant. Si Q1 @ Q2 est une forme quadratique sur X1 & Xo
somme de deux formes quadratiques Q1 et Qo sur Xy et Xo respectivement, alors :

Q#l@,uz (1/} © (Ql S¥ QQ)) = Qm W © Ql)Q’LLQ (¢ o QZ)
e) L’application :
Iso™(X, X*) — R* . _
F ; o Q(oQ,) ou Q,(x) = p(z)(z),

est localement constante. En d’autres termes, elle est continue en munissant R de
la topologie discreéte.

f) On suppose que le corps R contient une racine carrée de q, que l’on fize et note q%.
Soient p € Isop™ (X, X*) et K un réseau de X. Il existe k € Z tel que |p|u, = q".

1
Alors |p|z = M(K)(q%)k est une racine carrée de |p|, qui ne dépend pas du choix
de K et le facteur de Weil associé a la forme quadratique non dégénérée Q;p est :
2

Qu(o Q%p)
ol

w(tpoQy,) =
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g) Pour tout a € F*, on note Qq(x) = az? la forme quadratique sur F. Alors pour
toute mesure de Haar p de F', la quantité :

. Qp(¢oQa) c R*

7b -
“ Qu (w © Qb)
ne dépend pas du choix de p. De plus, en notant (-,-)p le symbole de Hilbert de F,
on a pour tout a et b dans F* :
(a b)F _ Qu(w o Ql)Qu(w o Qab) _ Qab,l
’ (Yo Qa)u(¥o Q) Qa1

Démonstration. a) b) ¢) Les deux premiers points sont immédiats. Le troisiéme résulte
du changement de variable x = ¢~!(2) qui donne :

Qu(¥ 0 Qg) = Qy1.4(¢ 0 Q).

Comme ¢! 1= |¢|~! x p, le point b) donne Qy-1.,(1) 0 Q) = [¢] ™! x Qu(Y 0 Q).

d) Vient de la définition de la mesure de Haar produit g3 ® pe de X7 @ Xs, construite
a partir de deux mesures de Haar p; de X; et po de Xo comme suit. L’application
bilinéaire :

Cgo(Xl) XCEO(XQ) — Cgo(Xl@Xg)
(f1, f2) = (Ffl,fz Dz, @2) = f(ivl)f(@))

induit un isomorphisme d’espaces vectoriels C°(X1) @r C°(X2) ~ CX(X; & X2). La
mesure de Haar produit p; ® pg est alors 'unique mesure définie pour tout f; € C2°(X7)

et tout fo € CZ°(Xz) par p @ p2(f1 @ f2) = pa(f1)p2(f2).
e) Ceci est vrai car, a f € C°(X) fixé, application :

P /X /X F(y — 2)0(Qp(@))dp()dpa(y)

est localement constante.

f) La premiére partie de I’énoncé constitue des faits généraux élémentaires sur les
mesures et les applications modules. Ensuite, le point 2. de [CT13, Prop. 3.3] évalué en
x* = 0 donne, en notant v le facteur de Weil de Q) 1,

[ [ f@=210(@y @) duta)dnt) = 7 1ol [ f@)duo)
XJX X

1
Par définition du facteur de Weil non normalisé, on a Q,(¢ 0 Q1) = v|pl;-
2

g) D’apres le point b), 2,5 est bien indépendant de p. Enfin, quitte & adjoindre une
racine carrée de ¢ & R pour former une extension R’ de R, on obtient que pour tout
a € F*, I'élément |a| = |a|r est un carré dans R'. Par conséquent, on a dans R’ :

w0 Qw0 Qu) _ (o QU2 0 Qup)
w(w o Qa)w(¢ © Qb) Q,LL(¢ © Qa)ﬂu(q/} © Qb)

(a,b)p
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ou la premiére égalité résulte de [CT13, 4.3] et la deuxiéme du point f) ici présent. Dans
les membres de droite et de gauche, chacun des termes appartient a R donc 1’égalité :

(CL b)F = Qy(¢ °© Ql)QN(d) © Qab)
’ Q1 0 Qo) (1h 0 Qy)

est valable dans R. O

Le facteur non normalisé n’est a priori pas trivial quand la forme quadratique est
scindée au sens des espaces e-hermitiens, ce qui constitue une différence notable en
comparaison du facteur de Weil classique. De plus, ce facteur non normalisé dépend de
la réalisation de () considérée au sens ou il n’est pas invariant par isométrie d’apres le
point ¢). On a cependant une formule qui éclaire sa signification quand on réalise @ dans
une base orthogonale de X.

Soient () une forme quadratique non dégénérée sur X et B = {vy,...,v,,} une base
orthogonale de X pour cette forme quadratique. Ce choix de base induit un isomorphisme
de X vers I donné par les coordonnés et que I'on note ¢p. On fixe une mesure de Haar
ur de F'. On considere la mesure de Haar produit ®@up sur F™ qui se transporte en une
mesure de Haar ¢5' - (®ur) de X. On pose a; = Q(v;). La quantité detz(Q) = [Ja;
dépend du choix de la base B, alors que I'invariant de Hasse hp(Q) =[], ;(ai, aj)r n'en
dépend pas. On déduit des différents points de la Proposition 1.4 un corollaire qui en
généralise le point g) :

Corollaire 1.5. On a :

Dyt ) (0 Q) = Vtet(@)1 X Y (890 Q)" hir(Q).

De plus, si Qra,; désigne l'unique forme quadratique non dégénérée diagonale associée d
lidentité sur la base B, alors pour toute mesure de Haar p de X :

Qu(Y 0 Q) = Qo)1 X (¥ 0 Quag)hr(Q)-

Remarque 1.6. Par conséquent, la quantité Qe (@)1 X 2u (¥ 0 Qrag) ne dépend pas du
choix de la base B. Pour en donner une interprétation plus géométrique, pour tout autre
choix de base B’ qui diagonalise @, la quantité detg (Q) differe de detp(Q) par le carré
du déterminant du changement de base entre B et B’. On observe que le point ¢) de la
Proposition 1.4 garantit que cette différence transforme €,(1) o Q1a,) en Q2 (1 o Quay, )-

Facteur de Weil. Gréce au point f) de la Proposition 1.4, il existe un lien avec le
facteur clie Weil quand le corps R posseéde une racine carrée de . Une fois une telle
racine ¢z € R fixée, le facteur de Weil d’une forme quadratique ) non dégénérée est

donc : 0
w(¢OQ) — #(on)

1

lpli
oup:z— Q(zr+y)—Q(z) — Q(y) est la forme symétrique associée a ) = Q%p. L’image
du facteur de Weil est contenue, d’apres [CT13, 4.3], dans ’ensemble des racines 4-émes
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de I'unité de R si F' n’est pas une extension finie de Q2 sans racine carrée de —1. Dans le
cas contraire, on a (—1, —1)p = —1 et I'image du facteur de Weil est seulement contenue
dans I’ensemble des racines 8-émes de 1'unité.

Quand R ne contient pas de racine carrée de ¢, il faut utiliser () o Q) en toute
généralité. Voici un exemple quand X est dimension 1 pour illustrer le propos. Prenons
F =TF3((t)) et R = QJj], il existe alors un caractere lisse additif non trivial ¢ : F' — R*.
Bien que v/3 ¢ R, on a cependant iv/3 € R. Or, I'élément w(v) o Q) € C* est une racine
4-éme de 'unité. Cela signifie que pour toute forme quadratique @ telle que |p|, = 3,
on peut prendre par exemple p(x)(y) = txy, son facteur de Weil non normalisé ne peut
étre que iv/3 ou —i\/3. Sont ainsi encodées dans ce facteur des propriétés arithmétiques
de F' qui, en un certain sens, ne dépendent pas de R.

Normalisation de la transformée de Fourier. On interprete maintenant ce facteur
de Weil non normalisé comme un coefficient de normalisation pour la transformée de
Fourier vis-a-vis de 1. Ce facteur permet, pour tout p € IsoX™ (X, X*), de donner une
mesure /i, qui est en un certain sens la plus naturelle pour la transformée de Fourier a
coefficients dans R.

Proposition 1.7. Soient p € Iso 2™ (X, X*) et u une mesure de Haar de X.
a) La mesure de Haar :
pp = Qu(¥o Q%p)_lﬁ‘
ne dépend pas du choiz de .

b) Si l’on note %, le produit de convolution dans C°(X) et x la multiplication des
fonctions, DUopérateur suivant dit de transformée de Fourier :

Fup + [ € (CEZ(X)x0,) = (ﬂf = /pr(:c)(u))f(u)dup(u)) € (C°(X), %)

est un isomorphisme d’algebre.

c) On pose :
e= (- 1,det(Q%p))F X (o)™

qui vérifie :

e =(-1,-1)}.

Alors pour tout f € C*(X), on a :
fﬁpszQf et fipf:xrﬁef(—x).

Démonstration. a) D’apres le point b) de la Proposition 1.4, la mesure p, ne dépend pas
du choix de p.

b) Ensuite, vérifier que F,,, est un isomorphisme d’algebre constitue un fait classique de
transformée de Fourier [CT13, Prop. 1.2], que l'on rappelle succinctement. Tout d’abord,
I'application est bien un automorphisme puisqu’elle est linéaire et que pour tout sous-
groupe compact ouvert K de X, on a F, 1k = pp(K) X 11 on K+ est le sous-groupe
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compact ouvert {z € X | Vu € X,9¥(p(x)(u)) = 1}. De méme, il suffit de vérifier, pour
les indicatrices seulement, la propriété d’étre un morphisme d’algebres.
c¢) Pour terminer, en reprenant les notations du paragraphe précédent, on a :

F2 L = oK)y () % 1
On pose donc & = p,(K)pu,(K1). Par définition :
e = np(EK)pp(K+) = Qu(v 0 Qu,) ™% x p(K)u(K™).

Alors, si K’ désigne le sous-groupe ouvert compact {z* € X* | Vu € X, ¢p(x*(u)) = 1}
dans X*, on a :
plp ' K')
w(K)p K+) = — o = 1Pl
On déduit de :

Pl
QM(QZJ o Q—%p) = Q/J,(¢ Oqup)

qu’on a :

B Qu(“ﬁ © Qfép)
T 2@0Q,)

D’apres le Corollaire 1.5, comme les deux formes quadratiques @ _ 1 o€t Q1 , beuvent
2 2

3

se diagonaliser dans la méme base B de X, cette quantité se réécrit :

Qaets(@ 4 )1 hr(Q_1,)
g = X .
QdetB(Q%p)vl hF(Q%/)

D’une part, comme detB(Q_;p) = (—l)mdetg(Q;p), on déduit du point g) de la Propo-
2 2
sition 1.4 I’égalité :

Qdetz;(Q 1)1
Q—ﬁp = Qyym1 x ((=1)",detp(Q1,)) 5
detB(Q%p)vl 2

m(m—1)

= Q)" x(-1,-1)p 2 x (( — 1,detB(Qép))F) .

D’autre part, de (—a;, —a;j)rp = (—1, —a;a;)r X (a;,a;j)r, on tire 'égalité :

m(m

he(@Q 1) = (= 1(=1)"F det(Q1,)" ) x hr(Q1)

2

m(m—1)

m—1
= (_1’_1)F 2 X ((_1’det(Qép))F> XhF(Q%p)

Donc on obtient 1’égalité recherchée pour e. Toujours en invoquant le point g) de la
Proposition 1.4, le carré de Q_1 1 est bien (2_11)? = (—=1,—1)p.
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Concernant les puissances de 'opérateur ), , un argument classique consiste a exa-
miner 'image d’indicatrices de la forme 1,,g, ou = est un élément de X et K un
sous-groupe compact ouvert de X. Ceci constitue un fait habituel en transformée de
Fourier. Pour terminer, le prouver pour les fonctions indicatrices est suffisant puisqu’on
déduit par linéarité le résultat pour toute fonction dans C2°(X). O

Définition 1.8. On appelle R-transformée de Fourier I'opérateur F,,.

On revient sur 'exemple en dimension 1 avec F' = F3((¢)), Op = F3][[t]] et R = Q().
Soient 1) : I — R* le caracteére lisse non trivial de noyau Op et p une mesure de F
normalisée sur Op. En notant (Op)’ = {z* € F* | Vo € Op,¢¥(z*(z)) = 1}, on a que
w* est la mesure de F* normalisée sur (Op)’. On considére maintenant le morphisme
symétrique :

p:x€F i (px):y—try) € F*

dont le module est [p], = w(ip~H(OF)") = u(t*0r) = [t7!|r = 3. Dans ce cas, on a
montré que w(y o Q1 ,) € {£i}. Donc la transformée de Fourier classique :
2

Fi e (B ) (0 [ dpla)w)f(w)dur(w)) € CX(F.C)

définie pour la mesure auto-duale up = (v/3)"!u n'est pas définie sur R, mais I'est en
revanche sur R/ = R[\/g] Elle vérifie pour tout f € C°(X, R'), les relations habituelles
Fif = fet F2f : o+ f(—z). Par conséquent, le choix naturel de normalisation pour
la transformée de Fourier a coefficients dans R vis-a-vis de p et i consiste plutdt a
considérer I'opérateur F, . Dans ce cas, on a € = (—1) x 11 et 'application F,, de
R-transformée de Fourier vérifie ]:ﬁp f=1fet ]:5[) frx—=ef(—x).

2 Représentations métaplectiques modulaires

Le groupe d’Heisenberg H (W, ( , )), abrégé en H quand le contexte est clair, est
I’ensemble W x F' muni de la topologie produit et de la loi de groupe :

/
(w,t) - (W', t) = (w—l—w/,t—f-t/—i— <w,2w>)
On identifie F' avec le centre de H via I'isomorphisme de groupes topologiques t — (0, t),
ainsi que W avec le sous-ensemble W x 0 de H via ’homéomorphisme § : w — (w, 0).

2.1 Théoréme de Stone-von Neumann modulaire

Le résultat ci-dessous est une généralisation du théoreme de Stone-von Neumann
pour les représentations a coefficients complexes [MVW87, Chap. 2, Th. 1.2] et sera
donc appelé théoréme de Stone-von Neumann modulaire. On rappelle qu’ici R est un
corps commutatif arbitraire tel qu’il existe un caractére non trivial de F'.
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Théoréme 2.1. Soit ¢ € Fr un caractére non trivial. A isomorphisme pres, il existe
une unique représentation irréductible (py,S) € Repr(H) de caractére central 1.

Démonstration. 11 s’agit de généraliser la preuve de [MVW87, Chap. 2, Th 1.2] dont les
arguments restent valables dans le cas modulaire. Passons en revue rapidement cette
stratégie. Un premier candidat qui vient & D’esprit est I'induite compacte ind% () qui,
en plus d’étre lisse, a pour caractere central ¢. Cependant, cette représentation n’est pas
irréductible. Néanmoins, il existe des induites compactes plus fines que cette derniere et
qui se réveleront irréductibles. On définit 'orthogonal d’un sous-groupe fermé A de W
par At = {w € W | Va € A, ¥((w,a)) = 1}. Les arguments de [MVWS87, Chap. 2, 1.3]
se vérifient sans difficulté dans le cas modulaire et on obtient ainsi :

Lemme 2.2. On suppose que A est auto-dual i.e. A= AL, Alors :

a) il existe un caractére lisse 14 du sous-groupe Ay = AX F de H dont la restriction
a F esti;

b) pour tout caractére lisse 4 de Ag prolongeant 1, linduite compacte inde (¥4)
est irréductible.

Par conséquent I'existence de (py, S) comme dans le théoreme est assurée par le fait qu'il
existe des sous-groupes auto-duaux, comme les lagrangiens ou les réseaux auto-duaux.

Ensuite on peut généraliser le résultat [MVW87, Chap. 2, Lem 1.6] dont la preuve
[MVW387, Chap. 2, I.5] repose sur les propriétés d’inversion des transformées de Fourier
et qui sont valides [Vig96, 1.3.10] dans le cas modulaire :

Lemme 2.3. Soit (py,S) € Repr(H) vérifiant les hypothéses du Théoréme 2.1. Alors :
P OR Py ind? (1)) dans Repr(H x H).

L’unicité est alors une conséquence de ce lemme. En effet, considérant ’action par multi-
plication & droite, la représentation ind% (y)) € Repy(H) est alors ind%, (4')-isotypique.
De plus, pour tout m € Repp(H) irréductible de caracteére central 1, le plus grand quo-
tient m-isotypique de C°(H) est C°(H) — ¥ @ 7. Ce dernier se factorise par ind# (1)
et cela entraine 7 ~ ind!f, (¢). Le théoréme est donc prouvé. O

2.2 Modeles des représentations métaplectiques

Le théoréme de Stone-von Neumman modulaire assure que pour tout caractere lisse
non trivial ¢ : F' — R, il existe une unique classe d’isomorphisme de représentations irré-
ductibles du groupe d’Heisenberg H dont le caractere central est ¢). On nomme désormais
représentation métaplectique associée a v cette unique classe d’isomorphisme p,;, et, par
extension, toute représentation qui appartient a cette unique classe. Les représentations
Syq = ind’XH (14) qui sont construites au Lemme 2.2 fournissent des modeles explicites
de la représentation métaplectique associée a 1. Ceux-ci ont été particulierement étudiés
quand A est :

e un lagrangien (modele de Schrodinger) ;

e un réseau auto-dual sur un corps local non archimédien (modele latticiel).
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Modele de Schrodinger. Soit W = X + Y une polarisation complete de W. Le
sous-espace vectoriel X est un sous-espace auto-dual de W. On pose Sx = indgH (Vx)
ou Yx((w,t)) = 1(t) est un caractere de Xy = X x F. La restriction a Y définit un
isomorphisme de représentations Sx ~ C2°(Y) ou laction sur le second membre est
rendue explicite pour h = (wx + wy,t) € H et f € C(Y) a l'aide d’un calcul simple :

pul)f 1y €Y = (. wx) + oy wx) + ) f(y -+ wy) € R

Modeéle latticiel. On suppose que F' est local non archimédien. On note Pp I'idéal
maximal de son anneau des entiers Op. Soit [, le niveau — ou conducteur — de 1. C'est
le plus petit entier relatif n tel qu’on ait Pp C Ker(). Soit A un réseau de W i.e. un
sous-Op-module de type fini et de rang maximal. On a alors :

At ={weW |Vac A, (w,a>€77§$"}.

C’est de nouveau un réseau de W, qui peut s’exprimer facilement dans une base hyper-
bolique. Par exemple, si (e;)ijc[1,dimw] désigne une base hyperbolique de W, il existe

des entiers relatifs a; tels que A = @ Pre;. Alors At = @Pf;"{’_aie_i. Il est auto-dual a
condition que l'on ait I, = a; + a—;. Quand cette condition est vérifiée, il existe d’apres
le Lemme 2.2 un caracteére ¢4 de Ay = A x F dont la restriction & F' est 1. Enfin, en
posant Sy = indﬁH (4), la restriction & W induit un isomorphisme de représentations
entre Sy et le sous-espace de fonctions de C2°(W) qui vérifient :

fla4+w) =va((w,a))f(w) , pour tout a € A et w € W.

L’action de h = (w,t) € H sur un élément f € C2°(W) dans ce sous-espace est rendue
explicite a ’aide d’un calcul simple :

polf ' s w(t) 5w w) ) f(w’ 4 w),

2.3 Propriétés des représentations métaplectiques

Dans ce paragraphe on donne quelques propriétés de la représentation métaplectique.
Notamment cette classe d’isomorphisme est canonique, admissible et de contragrédiente
explicite. Quand A est un sous-groupe auto-dual on reprend la notation S4 = indf 2 (Va)
pour 14 qui étend 1.

Proposition 2.4. Soit p, la représentation métaplectique associée a . On a :
a) les représentations pz\z et py-1 sont isomorphes ;

b) la représentation py est admissible, absolument irréductible et vérifie le lemme de
Schur i.e. Endgig)(py) = R;

c) toute représentation lisse (p,S) de H qui admet pour caractére central i est semi-
stmple ;
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d) soient :

(W1, (, )1) et (Wa,(, )2) deux espaces symplectiques sur F ;
o W =W; & Wy leur somme orthogonale ;
H(Wy,(, )1) et HWa,(, )2) les groupes d’Heinseberg associés ;

p}/) et p?p les représentations métaplectiques respectives associées d 1.

Alors la représentation p}z) ® pfp s’identifie a la représentation métaplectique du
groupe H(W, (| )). La représentation suivante en est donc un modéle :

(w1 + wa, t) = (t) X (py((w1,0)) @ pf((w2,0))).

Démonstration. a) Résulte de la preuve du Lemme 2.3 ou indgH (y ) =~ indgH (vx)Y
par une dualité construite explicitement pour toute polarisation complete W = X @Y.
b) Par compatibilité a la contragrédiente de l'induction [Vig96, 1.5.11], on voit que
ind)}gH (x)V =~ Ind)I}[H (¢%") puisque les modules 6z et dx,, sont triviaux étant donné
que H et Ap sont limites de leurs pro-p-groupes. Par conséquent cette représentation
est aussi égale a ind)I}'H (Vi) ~ indgH(w;l). Cela entraine que py-1 est admissible
pour tout ¢ donc py l'est également. Ensuite pour toute extension de corps R’ de R,
on obtient, par compatibilité a ’extension des scalaires de 'induction compacte, que
Sa®r R € Repp/(H) est la représentation métaplectique pour le caractére 1) vu comme
caractére a valeurs dans R'. Enfin, la représentation py, est admissible et absolument ir-
réductible, donc elle vérifie le lemme de Schur. En effet, pour toute cléture algébrique R
de R, on a EndR[H](SA ® R) = R d’apres [Vig96, 1.6.9], ce qui entraine que Endpg(#)(Sa)
est de dimension 1 sur R.

c) Ceci est une conséquence du Lemme 2.3 et de la discussion qui s’en suit. Cela sim-
plifie grandement les arguments de [MVW87, Chap 2, Lem 1.8] bien que l'on pourrait
également remarquer que (S4)¥4 est de dimension 1 ici.

e) Comme les pro-ordres de nos groupes d’Heisenberg sont inversible dans R d’apres
la Remarque 1.1, la représentation p}b ® pi du groupe H(W1,(, Y1) x H(Wa,(, )2) est
irréductible puisque p}z) et p?p sont absolument irréductibles et admissibles. On note j le
morphisme de groupes surjectif :

H(le<’ >1)XH(W27<7 >2) - H(W’<7 >)

(w1, t1), (w2, t2)) = (w1 + w2ty +12)

dont le noyau est {((0,¢),(0,—t)) | t € F'}. Par conséquent, la représentation ,0111} ® pi
se factorise par H(W,( , )). Celle-ci reste irréductible, elle est bien évidemment lisse
et a pour caractére central ¢. Donc c’est un modele de la représentation métaplectique
associée a ¢ d’apres le Théoreme 2.1. O

2.4 Changement de modeles Sy, — Sa,

L’unicité affirmée par le Théoreme 2.1 entraine que deux modeles de la représentation
métaplectique de H associée a 1 sont isomorphes. Ils le sont mémes canoniquement au
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sens ou il existe, a scalaire pres, un unique tel isomorphisme d’apres le point b) de la
Proposition 2.4. Soient Ay et Ay deux sous-groupes auto-duaux de W. Puisque Op est
local, principal et complet, il vient en vertu de [Vig96, I.C.5] que le sous-groupe A; + Ay
est d’indice fini dans un sous-groupe fermé de W. Ce sous-groupe est donc lui-méme
fermé, ce qui garantit I’égalité (A; N Ag)t = Ay + Ay et constitue un progrés vis-a-vis
de [MVW87, Chap 2, Rem 1.7]. On note 14, et 14, des caracteres de A; g = A1 x F'
et Ay g = Ay x F respectivement, dont la restriction a F' est 9. On peut alors définir
explicitement un morphisme d’entrelacement entre S4, et S4, qu’on appelle changement
de modéles.

Proposition 2.5. Soit  une mesure de Haar sur Ay g N A g\A2,m = A1 N A2\Az d
valeurs dans R. Soit w € W vérifiant la condition :

Va € A1 N Az, 94,((a,0))14,((a,0)) ™ = ¥({a, w)).

Alors Uapplication 14, A, 0 qui a f € Sa, associe :

Tay Ap ] o h— Pa, (@) f((w,0)ah) du(a)
Ay HNA2 g\A2 H

est un isomorphisme de représentations qui engendre Hompr(Sa,, Sa,) =~ R.

Démonstration. 11 y a un léger abus de notation puisque a +— ¥4,(a)~ f((w,0)ah) est
une fonction sur Ay p. Mais cette fonction est invariante a gauche par A; g N Az g. Elle
est bien & support compact modulo A; g N As i car I'hypothese Ay + Aa fermé assure
que I'image de Ay iy dans A; g\ H soit fermée. D’ou la consistance de la notation et le
caractere bien défini de I'intégrale. On vérifie sans difficulté que la fonction ainsi définie
appartient a Su,. L’application de la proposition est donc un morphisme d’entrelace-
ment entre deux représentations irréductibles de H. D’apres le lemme de Schur, c’est
un isomorphisme a condition qu’il soit non nul. Pour ce faire, il suffit de remarquer que
I'image d’une fonction indicatrice ., 1, de S4, est bien non nulle. Enfin, I'espace vectoriel
Hompg1(S4,,54,) est de dimension 1 d’apres le point b) de la Proposition 2.4. O

Remarque 2.6. L’expression du morphisme d’entrelacement précédent se simplifie
grandement si 4, ((a,t)) = ¥(t) et Ya,((a,t)) = (t), auquel cas w = 0 convient.
On peut toujours trouver de tels caractéres qui étendent ¢ « trivialement » si I'une de
ces conditions est vérifiée :

°*p#2;
e A et Ay sont des lagrangiens.

Dans ce cas, on a I4, A, , € Hompgg)(Sa,,54,) ou :

Tay, apuf s h— f((a,0)h)dp(a).
AlﬂAQ\AQ
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3 Représentation de Weil modulaire

3.1 Groupe métaplectique et représentation de Weil modulaires

Soient ¢ € F un caractére non trivial et (py,S) € Repr(H) un modele de la repré-
sentation métaplectique associée a 1 (cf. Section 2.2). Le groupe symplectique Sp(W)
agit sur le groupe d’Heisenberg H via :

GxH — H
(97 (w’t)) = g- (w’t) = (ngt) '
Cette action fixe le centre de H et préserve donc la représentation métaplectique. Pour
g € Sp(W), on note pf’p the py(g~t-h). Alors (py,,S) € Repp(H) est un autre modele
de la représentation métaplectique associée a 1. Par conséquent, le Théoréme 2.1 affirme

que les représentations py, et pfb sont isomorphes. Il existe donc M, € GLg(S), unique a
scalaire pres d’apres le point b) la Proposition 2.4, tel que pour tout h € H :

Mgpy(R) Myt = pf, ().

Pour tout g € Sp(WW), on suppose un tel M, fixé. On obtient ainsi une représentation
projective du groupe symplectique qui ne dépend pas du choix des M, précédents :

g € Sp(W) + RED(M,) € PGLR(S).

On la note og. Un argument classique consiste a relever cette représentation projective
en une vraie représentation d’une extension centrale du groupe symplectique. En effet,
on consideére :

NR w’
Spy,s(W) === GLg(S)

Sp(W) —*> PGLg(S)

—~R
ot Spy, (W) = Sp(W) Xpar,(s)GLR(S) est le produit fibré dans le catégorie des groupes
de g et de RED au-dessus de PGLR(S). Les morphismes de groupes pg et wy, g désignent
respectivement la premiere et la seconde projection.

Définition 3.1. On donne a la représentation (wy. g,S) le nom de représentation de
Weil modulaire sur W associée a i et S.

—~R
Proposition 3.2. Le groupe Sp,, g(W) est une extension centrale de Sp(W) par R* et
s’inscrit dans la suite exacte :

1= R 5 8 (W) 25 Sp(W) — 1

ot ig : A (Idw, A -1dg). Pour deux modéles S et S’ de py,, et pour tout isomorphisme
de représentations ¢ : S — S’, lisomorphisme d’extension centrale :

Spys(W) —  Spy.s (W)
(9, M) +— (g, 0Mop™1)
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ne dépend pas du choiz de ¢. On le note ®g gr. Sauf dans le cas F' = F3 et dimp W = 2,

~R ~R
il existe un unique isomorphisme d’extension centrale entre Spy, (W) et Spy, o/(W), et
celui-ci est donné par ®g .

Démonstration. Le noyau de pg est donné par la fleche ig, d’ou la suite exacte en ques-
tion. Ensuite, d’aprés le point b) de la Proposition 2.4, 'espace vectoriel Hom gyz(S, S”)
est de dimension 1 sur R. Donc tout morphisme non nul est un isomorphisme de repré-
sentations et I'application M +— ¢M ¢! ne dépend pas du choix du morphisme non nul
¢ € Hompg)(S,S"). On appelle @55/ le morphisme de groupes (g, M) + (g, dMp1),
qui est bien un isomorphisme d’extensions centrales ¢.e. un isomorphisme de groupes tel
que pgr o Pggr = pg et g g oig=ig.

Pour terminer, le groupe symplectique est parfait i.e. égale a son groupe dérivé, sauf
dans le cas exceptionnel ou Sp(W) = SLa(F3). Or, deux isomorphismes d’extensions
centrales différent par un caractere x : Sp(W) — R*. Sil’on exclut le cas exceptionnel, ce
caractere est forcément trivial et ®g g/ est 'unique isomorphisme d’extensions centrales
en question. ]

~R
En d’autres termes, la classe d’isomorphisme de l'extension centrale Sp,, ¢(W) ne
dépend pas du choix du S et il existe des identifications canoniques données par les
isomorphismes d’extensions centrales ®g g.

Définition 3.3. On appelle groupe métaplectique modulaire sur W associé a v la classe
d’isomorphisme définie par les extensions centrales précédentes. Par extension, tout élé-
ment de cette classe d’isomorphisme est encore désigné comme « groupe métaplectique ».

Dans le cas exceptionnel seulement, il existe d’autres isomorphismes d’extensions
centrales. En reprenant les notations du diagramme défini plus haut, les représentations
(wy,51 0 Pg g1, S") et (wy,g,5) sont isomorphes.

—~R ~R
Théoréme 3.4. On note Spy, g(W) le groupe dérivé de Sp,, ¢(W).

a) Si F est fini, ou si la caractéristique ¢ de R est 2, il existe une section de pg :
~R
Sp(W) — Spy, s(W).

Hormis dans le cas exeptionnel F' = F3 et dimpW = 2 ou le groupe symplectique
n’est pas parfait, cet homomorphisme est unique. Ce plongement de Sp(W) induit
un isomorphisme de groupes :

Spy. 5 (W) ~ [Sp(W), Sp(W)]

ot [Sp(W),Sp(W)] = Sp(W), sauf dans le cas exceptionnel.

b) Si F est local non archimédien et { # 2, un tel homomorphisme n’existe pas. En
revanche, on a une suite exacte :

1 {£1} 5 Spy, o(W) 23 Sp(W) — 1.
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~R ~R
Le groupe Spy, s(W) est l'unique sous-groupe de Spy, g(W) s’inscrivant dans une
telle suite exacte.

—~R
c) Le groupe Spr(W) est un groupe parfait, sauf dans le cas exceptionnel.

Démonstration. a) Si un tel morphisme o existe, il induit un isomorphisme d’extension
centrale : _n
(9:A) € Sp(W) x R — a(g)is(A) € Spy, s(W).

Or, 'ensemble de ces isomorphismes d’extensions centrales est en bijection avec 1’en-
semble des caractéres Sp(WW) — R*, qui est trivial sauf dans le cas exceptionnel. De
plus, I'identification des groupes dérivés résulte de cet isomorphisme. Le morphisme en
question existe bien quand F' est fini en vertu de [Ste62, Th. 3.3.] : le groupe symplec-
tique est alors son propre revétement universel au sens de [Moo68|. Cela signifie que
toute extension centrale du groupe symplectique est scindée. On traite le cas F' local
non archimédien et £ = 2 dans la preuve qui suit.

b) On suppose maintenant que F' est local non archimédien. Quand R = C, [Wei64]
montre qu’il existe un caractere Ac — C* d’une extension centrale Ac de Sp(W) par
C*, dont le noyau est gf)(W), l'unique extension centrale non triviale de Sp(W') par
{£1}. A ce titre, ce groupe est parfait. Il est donc le groupe dérivé de Ac. Ce résultat a
été généralisé [CT13, §5] au cas d’un anneau intégre R de caractéristique ¢ différente de p
et pour lequel il existe un caractére non trivial ¢ : F' — R*. Cela constitue précisément
les hypothéses qui portent sur le corps R dans cet article. On en déduit qu’il existe un
caractere Ap — R* d’une extension centrale Ar de Sp(W) par R* dont le noyau est
§1\)(W) quand ¢ # 2 et Sp(W) quand ¢ = 2. Ces deux groupes sont parfaits. On renvoie
a [Tril9, Ann A.2] pour 'identification entre Agr et le groupe métaplectique.

On obtient donc un caractére é?)i g(W) — R* dont le noyau est un groupe parfait,
donc égal au groupe dérivé. Quand ¢ = 2, on applique le méme argument que dans le
cas fini pour montrer que le morphisme d’inclusion est I’'unique morphisme qui scinde la
suite exacte de la Proposition 3.2. Quand ¢ # 2, un tel sous-groupe parfait est unique.
En effet, le groupe métaplectique ne contient pas le groupe Sp(W) comme sous-groupe,
d’apres [CT13, Th. 5.4], donc le sous-groupe en question doit étre I'unique extension
centrale non triviale de Sp(W) par {#1}, qui est un groupe parfait, donc contenu dans
le groupe dérivé. Par suite, il est égal au groupe dérivé. O

On munit R de la topologie discrete. Soit S un espace vectoriel sur R. On le munit
également de la topologie discrete. La topologie compacte-ouverte sur GLg(S) est en-
gendrée par la prébase S5 ¢ = {g € GLg(S) | gs = s’} ou s et s’ parcourent S. Alors,
une représentation d’un groupe topologique G est lisse si et seulement si le morphisme
G — GLR(S) associé est continu.

Proposition 3.5. Le groupe métaplectique SAf)ﬁs(W) est le produit fibré dans la catégorie
des groupes topologiques des morphismes de groupes continus og et RED. A ce titre, ¢’est
un sous-groupe topologique de Sp(W)x GLR(S) qui est une extension centrale topologique
de Sp(W) par R*. De plus, les isomorphismes ®g g décrits précédemment sont des
isomorphismes d’extensions centrales topologiques.
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Démonstration. Dans le cas ou F' est fini, la topologie en jeu est partout la topologie
discrete. Les groupes en question sont donc automatiquement des groupes topologiques.
On suppose dorénavant que F' est local non archimédien. Tout d’abord, RED est continu
par définition de la topologie quotient. Il s’agit ensuite de montrer que og est continue.
Il suffit de trouver un seul modele de la représentation métaplectique pour lequel ce
soit vrai. En effet, le morphisme de groupes ®g g induit un isomorphisme de groupes
topologiques :
GLR(S) — GLR(S,)
M = oMot

que I'on note encore ®g g. Celui-ci induit a son tour un isomorphisme de groupes topo-
logiques entre PGLg(S) et PGLR(S’). On en déduit que og est continu si et seulement
$g 5 005 = 0g est continue. La proposition résulte alors de :

Lemme 3.6. Soit L un réseau auto-dual de W. Soit Sy, le modéle latticiel associé a L.
Alors og, est continu.

Démonstration. Soit (py, Sr) le modele latticiel de la représentation métaplectique défini
dans la Section 2.2. Soit K le stabilisateur de L dans Sp(W). C’est un sous-groupe
compact ouvert. Soient k € K et N 'application linéaire :

indf_ (vr) — indf (%)

f > k-f

ot k-f:he f(k71-h) et ¥k (I,t) = ¥r((k71,1)).
Quand p # 2, on peut choisir le caractere ¢y, de sorte que ¢ ((l,t)) = ¥(t) d’apres
la Remarque 2.6. Ainsi, on a @b]’f =1, pour tout k € K. Alors Ny € GLg(Sy) vérifie :

-1
Ny o py = pl, o N.

On déduit de cette derniere égalité qu'on a Ny o pi = py o Ni. En d’autres termes,
N : k€ K — N € GLR(SL) est une représentation de K qui releve og, |k au sens
ou og, (k) = RED(N}) pour tout k € K. De plus, cette représentation N est lisse. En
effet, il suffit d’observer que 'action de k € K sur f € S ~ C°(W) est donnée par
k.f:ww— f(k lw).

Quand p = 2, le caracteére 17, ne peut pas étre étendu « trivialement » a L. Il existe
en revanche un entier positif n de sorte que @™ L xKer(v)) soit un sous-groupe de Ker(¢r,).
On fixe un tel n. Soit K, le noyau du morphisme de réduction X — GL(L/w"L). Alors
par les mémes arguments que précédemment, ’application linéaire Ny est dans GLg(SL)
pour tout k € K,,. La représentation k € K, — Nj € GLRr(95) est lisse et releve og, |k, -

Par conséquent, on a montré qu’il existe un sous-groupe compact ouvert K de Sp(W)
et une représentation lisse de K notée o tels que og, (k) = RED(c(k)). L’application og,
est donc continue au voisinage de Ispw) puisque o et RED le sont, on en déduit que og,
est continu partout puisque c¢’est un morphisme de groupes. ]
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On peut donc former le produit fibré SAI/)fZ g(W) de og et RED au-dessus de PGLR(S)
dans la catégorie des groupes topologiques. Par définition, il est un sous-groupe topo-
logique du groupe topologique Sp(W) x GLR(S) qui est muni de la topologie produit.
Enfin, I'isomorphisme d’extension centrale ®g g/ est bicontinu d’apres la discussion qui
précede le lemme. O

—~R
En particulier, le morphisme de groupes wy, s : Spy, g(W) — GLRg(S) est continu en
tant que seconde projection du produit fibré. Comme déja mentionné, ce dernier point
est équivalent a :

Corollaire 3.7. La représentation de Weil modulaire (wy g, S) est lisse.

La premiere projection pg est également continue et fournit une structure plus riche :

~R
Proposition 3.8. La projection ps : Spy, s(W) — Sp(W) munit le groupe métaplectique
d’une structure de revétement topologique de base Sp(W) et de fibre R*. De plus, il existe
des sections globales de pg.

Démonstration. Tout d’abord, la premiere assertion implique la seconde. En effet, si pg
définit un revétement topologique, alors ps admet des sections locales par définition. On
va construire une section globale en exploitant le fait que la topologie sur Sp(WW) est
totalement discontinue. Par hypothese, il existe un sous-groupe ouvert U de Sp(W) et
une section locale o de pg définie sur U de sorte que 'application :

(9,\) €U x R* = a(g)\ € ps*(U)

soit un homéomorphisme. On consideére le quotient Sp(W')/U qui est un ensemble discret.
On se dote d’un systéme de représentants des classes a gauche modulo U i.e. d’une
application h : Sp(W)/U — Sp(W) telle que h(i)U = i. L’image h(Sp(W)/U) de h est un
sous-ensemble discret de Sp(W). Alors, pour toute section A de pg sur le sous-ensemble
discret h(Sp(W)/U), i.e. telle que ps(Ap) = h(i) pour tout h(i) € h(Sp(W)/U),
I’application suivante est une section globale de pg :

_ ~R
g € Sp(W) = Apury x o(h(gU) " g) € Spy, g(W).

Maintenant, il reste & montrer la premiere partie de I’énoncé, & savoir que pg admet
des sections locales. Cela suffit car les fibres de pg sont bien isomorphes & R* muni
de la topologie discrete. Comme pg est un morphisme de groupes, on peut seulement
concentrer ses efforts au voisinage de lg,y). Or, dans la preuve du Lemme 3.6, on
a montré qu'il existait un sous-groupe ouvert K de Sp(W) et une représentation lisse
o: K — GLR(SL) de sorte que og, (k) = RED(0(k)). L’application suivante est alors un
homéomorphisme de groupes :

(k,A) € K x R+ (k, Ao(k)) € pg) (K).

Donc k — (k,o(k)) est une section locale de pg, .

Enfin, comme les applications ®g, ¢ sont des isomorphismes d’extensions centrales
topologiques, on récupere le résultat pour tout modele S de la représentation métaplec-
tique. ]
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Remarque 3.9. En particulier, toute section globale ¢ de pg définit un isomorphisme
d’extensions centrales topologiques :

—~R
(9,A) € Sp(W) xc R™ = 0(g)(1spw), Alds) € Spy, 5(W)
le groupe de gauche étant muni de la topologie produit et sa loi donnée par le 2-cocyle :

c(g,9") =1i5' (0(9)a(g)o(gg) ™).

De plus, lapplication (g,¢') € G x G — ¢(g,9') € R™ est localement constante car
continue.
Corollaire 3.10.
—~R
a) Le groupe métaplectique Spy, s(W) est un groupe localement profini.

—~R ~R
b) Le groupe Spy, ¢(W) est un sous-groupe ouvert de Spy, g(W).

Démonstration. 11 ne s’agit de prouver ces énoncés que quand F est local non archimé-
dien puisque, quand F' est fini, la topologie n’intervient pas.
a) Dans la preuve de la Proposition 3.8, les homéomorphismes de groupes :

(k,\) € K x R* v (k,\a(k)) € pg"(K)

fournissent une base de voisinages de (1Sp(W), Idg) dans le groupe métaplectique consti-
tuée d’ouverts compacts. Par conséquent, le groupe métaplectique est un groupe locale-
ment profini.

b) On montrera lors de la Proposition 3.17 qu’il existe un sous-groupe ouvert de K
dont I'image par ’homéomorphisme précédent :

k— (k,o(k))

—~R
est contenue dans Sp,, ¢(W). Ce sous-groupe contenant un ouvert, il est donc bien ou-
vert. Cet argument montre méme que ce groupe posséde une structure de revétement
topologique de base Sp(W) et de fibre {+1} quand ¢ # 2. O

3.2 Modeles de la représentation de Weil modulaire

3.2.1 Décalque des représentations Sy

On note (pg, Ind¥ (1)) la représentation ot H agit par translation & droite. Pour tout
sous-groupe auto-dual A de W, on peut voir le modele (py,Sa) = (pqp,indIZH (4)) de
la représentation métaplectique comme contenu canoniquement dans pg.

L’action d’'un élément g € Sp(W) sur H donne un isomorphisme :

I, : indﬁH(d)A) — indeH(wi)

f > g-f
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ottg-fihw— f(g7t-h)et v’ :a € gAn > a(g~t-h) € RX. Alors, pour tout h € H :
Iy pa(h) = pa(g™" - h)o I,

En composant avec les morphismes d’entrelacement Ig4 4 .. de la Proposition 2.5, on
obtient :

Su 5 Gy AL g,
qui vérifie :
Iga,A w0 Ig 0 pa(h) = Pd(g_l h)olIgaapuw ol
Ainsi : h
(9, Iga, A © Ig) € Spyg, (W).

En particulier, comme pour tout g € Stab(A) N Stab(y4) opérateur Iga A, est un
multiple de I'identité, I’application :

~R
g € Stab(A) N Stab(v4) — (g,14) € szp,SA(W)

est un morphisme de groupes.

Modéle de Schrodinger. Soit X un lagrangien de W. On considére Sx le modele de
Schodinger sur X de la représentation métaplectique associé a . On rappelle que dans
les modeles de Schrodinger, le caractére ¥x est trivial sur X i.e. ¢x((z,t)) = ¥(t) pour
tout x € X et t € F. Alors, en notant P(X) le parabolique de Sp(WW) qui stabilise le
sous-espace X et le caractére ¥x, on a d’aprés la remarque précédente un morphisme
de groupes :

~R
p € P(X) = (p,Ip) € Spy, s, (W)
En choisissant une polarisation compléte W = X + Y, on identifie Sx avec C°(Y) via

a b ]EP(X):

la restriction des fonctions & Y. Alors, en notant p = [ 0 (a*)

of £ (5,0) = (5", b)) f (0", 0)).

En particulier, cela donne des plongements du Levi M (X) et du radical unipotent N (X)
dans le groupe métaplectique. Avant de décrire I'image de ce plongement, on remarque
0 c

que pour un élément g = l ()L 0

] € Sp(W), on a d’apres la Remarque 2.6 :

R
(9 Iy, x ux © Ig) € Spy 5, (W)

ou Iy x,,, est simplement la transformée de Fourier. Un calcul donne :
B Lol  0.0) = [ (@) fe )dux (@)
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Remarque 3.11. Ces formules fournissent des compatibilités a ’extension et a la ré-
duction des scalaires. On développe maintenant ces deux points.

e Soit R une extension de corps de R. Alors S§ = Sx ®@g R’ est un modele de la
représentation métaplectique associée a 1 et a coefficients dans R’. On a alors une
inclusion évidente ix induite par celle de Sx dans S)}?/ :

NR NR/
SPy.sx (W) C Spy sy wnr (W)

compatible aux applications de projection. On écrit par abus de notation :
wy s = WSy O K.

e Soit maintenant A un anneau local de corps des fractions R et de corps résiduel k
de caractéristique résiduelle £ # p. Soit 5’3‘} le sous-espace de Sx qui s’identifie a
C*(Y, A) dans C°(Y"). D’apres les formules précédentes, ¢’est un A-module qui est
stable par I’'action du groupe métaplectique réduit. On note cette représentation :

R
(Wi 5> %) € Rep 4(Spy s, (W)

car l'action est la restriction de celle de wy g, . Si ¥ est a valeurs dans A, alors sa
réduction 1 est bien défini et est un caractere non trivial a valeurs dans k. Cette
situation est toujours réalisable quand A est un anneau de valuation par exemple.
Soit Sé“{ le modele de la représentation métaplectique associé a 1 et X a valeurs
dans k. Alors on a :

S @k =5%

en tant que représentation du groupe d’Heisenberg. Cela induit un morphisme :
. —~R —~Fk
i SprX(W) — Sp¢k75§( (W)

qui est surjectif et compatible aux projections. On écrit par abus de notation :

A _
wi.sx @Ak =wy, o

Modeéle de Schrodinger "mixte". Soit X un sous-espace totalement isotrope non
nul et non maximal de W. Soit Y un sous-espace totalement isotrope de W dual de X
de sorte que W = X + W2 4+Y, ott WY est le sous-espace symplectique orthogonal, dans
W, au sous-espace symplectique X + Y. Soit (,0%,5’0) un modele de la représentation
métaplectique de H (WP, (,)) associé a 1. On réalise la représentation métaplectique
de H(X +Y,(,)) a travers le modele de Schrédinger C2°(Y') associé a X et ¢. Alors,
d’apres le point d) de la Proposition 2.4, la représentation S = C°(Y) ® S est un
modele de la représentation métaplectique de H (W, (,)) associé & ¢. On note P(X) le
parabolique de Sp(W) qui stabilise le sous-espace X et j : P(X) — Sp(W?) la projection
naturelle sur la partie symplectique du Levi M (X) de P(X). Cette derniére possede une
section naturelle donnée par I'inclusion de Sp(W?) dans M (X). Par abus de notation
p € P(X)— (pu=tu) € Ker(j) x Sp(W?) est un isomorphisme de groupes. On vérifie
sans difficulté :
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Lemme 3.12. On a un isomorphisme de groupes :

R - B
P(X) XSp(W0) Spw,SO(WO) - psl(P(X))
(pv ﬂ) = (p7 Ipu*1 ® Wy, 50 (ﬂ))

ot le produit fibré de gauche est donné par j et pgo.

En particulier, on peut considérer l'action de Ker(j) via le morphisme de groupes :

. —~R
p € Kerj — (p, I, ® Idgo) € Spy, s(W).

On donne maintenant les actions de sous-groupes remarquables — méme si le dernier n’en
est pas un! — pour f € CX(Y)® S° = C(Y, SY) :
e pour tout p = (a,u) € M(X) = GL(X) x Sp(W?), on a :

(p, @) f 1y = wy go(@) - (f(a™y)) ;

Idyx 0 s
e pour tout p = 0 Idyo O € Sp(W), on a :
0 0 Idy

(b, oy W) - f 2 = (5 s, )

IdX (% 0
e pour tout p = 0 Idyo —v* | €Sp(W),ona:
0 0 Idy

(1, (Lspw), Idgo)) - f 2y = pl((v*y,0)) - (F(y))-

Modéle latticiel. Soit F' local non archimédien de caractéristique résiduelle différente
de 2. Soit A un réseau autodual de W. L’hypotheése sur F' permet d’étendre le caractére
¥ trivialement & A d’apres la Remarque 2.6 i.e. de choisir w = 0. Pour g € Sp(W),
A/gAN A est fini. On le munit de la mesure de comptage p. Un calcul explicite donne :

Iaano lyf - w0 Y w(g{aw) (g™ (a+ w),0).

a€A/gANA
Ainsi, en notant K le stabilisateur de A dans Sp(W), on a un morphisme de groupes :
ke K~ (ki) € Spy,s, (W)

qui définit une représentation lisse k € K +— wy g, ((k, I1)) = I € GLR(S4).
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Remarque 3.13. Le modele latticiel existe en caractéristique résiduelle 2. Seulement, le
fait que le caractére ¥4 ne soit plus trivial sur A ameéne a des formules qui ne sont guére
exploitables. On les donne & titre de remarque. Soit A un réseau auto-dual de W et 14
un caracteére qui étend ¢ & A x F. Pour tout g € Sp(W), on munit systématiquement
A/gAN A de la mesure de comptage. Pour tout k£ dans K, on a :

Ipa, Aoy, © Ik f = (w,0) = f((K™ wy, 0) (K™ w, 0) = @b(%(wk, w)) f((™Hwy, + w),0))

ou wy est pris comme dans la Proposition 2.5, et peut étre choisi nul si k appartient au
sous-groupe ouvert compact K N Stab(4) = {k € K | % = ¢4}. Pour g € Sp(W), en
choisissant wy, comme dans la Proposition 2.5, la fonction Iga 4w, © Igf est :

(0,005 3 al(0,0) (5w a)) X (5w + 0 w)) F((g7 g + -+ w),0))

a€A/gANA

3.2.2 Un autre modeéle

Soit (py,S) un modele de la représentation métaplectique de H. Soit g € Sp(W).
Fixons une mesure de Haar p, sur Pespace vectoriel W/Ker(Idy — ¢g~'). On vérifie que
pour tout s € S, la fonction :

w, g w)

weW— w(< )pw((dw — g~ Hw,0)s € S

est constante sur les classes modulo Ker(Idy — g~ 1).

Lemme 3.14. Soient g € Sp(W) et u, une mesure de Haar de W/Ker(Idy — g~1).
e si I est fini on définit M[g] € Endg(S) par :

(w, g~ w)

Mlg|: s+
[g] i W/Ker(1—g—1) 2

)pu((Adw — g~ Hw, 0))s dpg(w);

e si F est local non archimédien, pour tout réseau L de W/Ker(Idy —g~!) on définit
Uapplication :
g~ w)

Mifglss e [ ot

5 Jru((ldw — g Hw,0))s dugw

Pour tout s € S, I’élément ML[g]s ne dépend pas de L au sens suivant : il existe
un réseau Ly C W/Ker(Idy — g™ 1), et un élément noté M|gls € S tels que si L
est un réseau de W/Ker(Idy — g~ 1), si Ly C L, on a l’égalité Mylgls = M]g]s.
L’application ainsi définie M[g] : s — M|[g|s appartient d Endg(S).

, R
Alors M(g] € Hompy (py, p,) i.e. (g9, M[g]) € Spy, s(W).
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Démonstration. On commence par une remarque d’ordre plus générale pour comprendre
d’otl viennent ces formules. Soit G un groupe localement profini. Soient (7, V') et (7', V)
deux représentations lisses de G sur le méme R-espace vectoriel V. Soit H un sous-groupe
compact. On le suppose de pro-ordre inversible dans R — ou contenant un sous-groupe
ouvert dont le pro-ordre est inversible — et on choisit une mesure pz de H dans R. Alors
I’endomorphisme :

fveV i~ /HTr'(k‘)_lw(k:)v dug (k) eV

est dans Hompg (7, 7).
On prend dorénavant G = W/Ker(Idy —g™%), H=L,V =S, 7 =py et 7' = pi.

Comme cela a été dit plus haut, la fonction :

(w, g~ w)

5 )pu(((dw — g7 w,0))s € S

w € W = pf((w,0)) ™ py((w,0))s = 4(
est bi-invariante par Ker(Idy —g~!), ce qui permet de la considérer comme un élément de
C>®(W/Ker(Idy —g~1), S). Alors en I'intégrant sur le compact L, qu’on peut prendre égal
a W dans le cas fini, on obtient que My [g] € Homy (py, pfp). Pour montrer I'existence du
réseau Lg, la preuve est identique a celle de [MVW87, Chap.2, Lem. 11.2]. Ensuite, M|[g]
est un endomorphisme de S et My [g]s ne dépend pas de L, donc M(g] € Homp(py, pj,)
puisque H est réunion de ses sous-groupes compacts et My € Homp (py, pZ}). Comme
M |g] est non nul, il est inversible car les représentations p, et ptgzj sont irréductibles. On
a bien (g, M[g]) qui appartient au groupe métaplectique. O

Lemme 3.15. Soient g1,g2 € Sp(W). Supposons que g1g2 = gag1. Alors :

M{g1]Mga] = M[g2]M[g1].

Démonstration. On renvoie a la preuve de [MVWS87, Chap. 2, Lem. IL.5], qui a pour
seul point délicat un changement de variables w = g7 Lw’ dont le jacobien est le module
d’une mesure de Haar et vaut :

| det(g1 " [ /Ker(1—g2))| = | det(gilw)| ™" det(g1ker(1—g2))-

Ce sont des puissances de p, donc des quantités bien définies dans R. Le premier terme
de droite vaut 1 car g; € Sp(W). Un argument de [SS74, IV.2.] donne une description
explicite du commutant de go, et le second terme de droite vaut alors 1 lui aussi. ]

3.3 Sous-groupes scindés

Soient X un lagrangien de W. Soit Sy le modele de la représentation métaplectique
associé. Les formules du modele de Schrédinger donnent facilement :
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Proposition 3.16. Pour tout sous-groupe H de P(X), l’isomorphisme :
P5L(P(X)) = P(X) x R"
se restreint en un tsomorphisme d’extensions centrales :
pgy(H) ~ H x R*.
De plus, en exploitant les formules du modele latticiel :

Proposition 3.17. On suppose que F est local non archimédien. Soit A un réseau
auto-dual de W. Par convention, la restriction de ¥4 a A est triviale si la caracté-
ristique résiduelle n’est pas 2. Le plongement naturel du sous-groupe ouvert compact

K = Stab(A) N Stab(t4) de Sp(W) :
ke K (k Iy) € Spy.s, (W)

R
est a valeurs dans Sp,, g, (W).

Démonstration. Comme dans [MVWS87, Chap. 2, Lem. I1.10], on commence par la re-
marque suivante : si le corps résiduel de F' n’est pas de caractéristique 2 et a au moins
4 éléments, alors le groupe K est parfait puisqu’il est égal a Stab(A). Pour une preuve
générale, on va montrer que pour toute polarisation complete W = X + Y telle que
A=ANX+ ANY, larestriction du plongement de I’énoncé a N (X )N K coincide avec
la restriction du plongement canonique de N(X) normalisé par P(X) de la proposition
précédente. En effet, si W = X 4+ Y est une polarisation compléte, un calcul simple

Idy s ] e KNN(X) :

donne pour tout f € Sy ~ C®(Y) et tout k =
0 Idy

bg, sy olxf=k-f

ou ®g, 5, : GLRr(Sa) — GLR(Sx) est I'isomorphisme canonique défini dans la Proposi-
tion 3.2. En d’autres termes :

Pg, 55 o Ipf iy = w(%@y?y»f(y)

—~R
donc (k, ®g, sy © Ix) € Spy g, (W) d’apres la proposition précédente. Par suite, on a
—~R
(k, It) € Spy, g, (W) pour tout k € KNN(X). On peut procéder de méme pour N(Y). Or
—~R
KNN(X)et KNN(Y) engendrent K, donc (k, ) € Spy, g, (W) pour tout k € K. [

3.4 Propriétés de la représentation de Weil

Soient Mp(W) le groupe métaplectique sur W associé & ¢ (Définition 3.3) et S un
modele de la représentation métaplectique associée a . D’apres le Théoréme 3.4, il existe
un isomorphisme d’extensions centrales ¢g, unique sauf dans le cas exceptionnel, entre

Mp(W) et éf)f; s(W). Pour tout autre modele S’, on fixe des isomorphismes entre Mp(W)

—~R
et Sp,, (W) en posant ¢ g = g g7 0pg en reprenant les notations de la Proposition 3.2.
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Définition 3.18. Les représentations (wy g0¢g, S) et (wy s 0ps/, S’) de Repr(Mp(W))
sont isomorphes. On appelle représentation de Weil modulaire sur W associée a ¢ la
classe d’isomorphisme définie par les représentations précédentes. Par extension, on dé-
signe encore tout élément de cette classe d’isomorphisme comme « représentation de
Weil ». En général, on emploie la notation wﬁw.

Remarque 3.19. Il persiste donc une ambigiiité dans le cas exceptionnel ou le choix de
g est déterminant.

Soit donc Wﬁ,w la représentation de Weil modulaire sur W associée a .
Proposition 3.20. La représentation WS,W est lisse et admissible.

Démonstration. La lissité provient du Corollaire 3.7. En ce qui concerne ’admissibilité,
il suffit de le prouver en prenant comme modele explicite de la représentation de Weil
son modele latticiel quand F' est local non archimédien. On choisit alors un réseau auto-
dual A dans W. Par définition, S4 = inszXX;(wA) ot 4 étend 1 & A x F. Soit K’ un
sous-groupe compact ouvert inclus dans le stabilisateur de A. Pour tout f € (S4)% ', soit
L un réseau de W tel que :

e f soit bi-invariante sous L i.e. f((I4+w,0)) = f((w,0)) pour tout [ € L et w € W ;
e pour tout k € K’ et tout [ € L, on a 4((k~11,0)) = 1.

On peut supposer que L C A quitte & choisir le réseau LN A. On a alors pour tout [ € L,
pour tout k € K’ et tout w € W :

P, 0)) = F((w+1,0) = I +w,0) = F(, 0w, k™) (5w, 0)

= Uallk L0 (5w ) (7 (w,0))
1

= $(5(w, D) f(w,0)).

On en déduit que supp(f) est inclus dans 2L+ ot L' est défini avant le Lemme 2.2.
Donc (S4)%" est donc au plus de dimension |(A x F)\(2L+ x F)/K'|. O

Soit MY)(W) le groupe dérivé de Mp(W). Soit Z le centre de Mp(W). On note
7' ={z € Z | 22 = 1}. Le morphisme quotient induit un isomorphisme :

Mp(W)/Mp(W) ~ Z/Z' = R* /{1}.

Soit x € Repr(Z) le caractere central de Wﬁw A Z. On consideére x? comme un caractére
de Mp(W) grace a l'isomorphisme précédent puisque ker(x?) contient Z’.
On déduit facilement du point a) de la Proposition 2.4 :

Proposition 3.21. La contragrédiente de wﬁw est isomorphe a wg_l w ® 2 dans
Repr(Mp(W)). En particulier, la restriction au sous-groupe dérivé induit un isomor-
phisme de représentations :

wﬁw o~ Wg—l,w dans RepR(l\//H)(W)).
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De méme, en examinant le point d) de la Proposition 2.4 :

Proposition 3.22. 5i W = W1 @& Wy est une somme orthogonale, il existe un unique
(resp. canonique, dans le cas exceptionnel) morphisme de groupes :

. ~R ~R ~R
iwy,Wa * SPy s, (W1) X Spy, g, (W2) — Spy, (W)

qui reléve le plongement Sp(W1) x Sp(Ws) — Sp(W) et commute aux projections. Son
noyau est {((Lspwy)> Alds, ), (Lspwy)s A1 Ids,)) | A € R*} qui est isomorphe d R*
plongé « anti-diagonalement ». On obtient donc que la représentation :

. ~R ~R
Wity o iy w, € Repr(Spy.g, (W1) X Spy, s, (Wa))

est dans la classe d’isomorphisme de wf;wl ® WSWQ'

3.5 Expression du cocycle métaplectique

Les notations qui suivent sont reprises de [RR93] et [Kud94]. On choisit une polarisa-
tion complete W = X +Y de W et l'on fixe une base {e1,...e,} de X. Cela détermine
alors une unique base {fi,..., fi} de Y dite « duale » i.e. telle que pour tout i et j
dans [1,m], on ait (e;, f;) = d; ;. Pour tout S C [1,m], on note Xg le sous-espace en-
gendré par la famille (e;);cs qui admet Xcg comme supplémentaire dans X, ou S est
le complémentaire de S dans [1,m]. On adopte des notations similaires pour Y. Alors
Wsg = Xg + Yg est un sous-espace symplectique de W de supplémentaire orthogonal
Weg. On note wg € Sp(W) 'endomorphisme défini par :

N fi siieS N —e; site S
wS(el)_{ei sii ¢S eth(f’)_{ fi sii¢s

De plus, pour tout j € [0,m], on pose w; = wyy ; et Q; = P(X)w;P(X). Avec ces
notations, la décomposition de Bruhat s’écrit :

Sp(W) = ]_[QJ

Soit g € ;. Soient p; et py dans P(X) tels que g = piw;p2. On note ¢; I'isomor-
phisme entre gX N X\X et w; X N X\X induit par :
r€ X prlrewXNX\X.

Soit @; la forme quadratique non dégénérée sur w; X N X\ X définie par :

Qj(x) = %(wsx, x).

Pour toute mesure de Haar p sur w; X N X\ X, on note ju,; = €2, (¢ o Q;) 'y la mesure
de Haar définie dans la Proposition 1.7, dont on rappelle qu’elle s’interpréte comme
la mesure naturelle sur R qui normalise la transformée de Fourier vis-a-vis de ¢ et de
I’isomorphisme symétrique p : z — (wgz, ).
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Lemme 3.23. La mesure de Haar sur gX N X\X définie par :

ttg = 1, det (pip2) X 1 fhuw,
ne dépend pas des choiz de py et po.

Démonstration. Soient g = pyw;pa = pjw;ph deux décompositions de g. Alors ¢; ' o ¢}
est un automorphisme de w; X N X\ X. Pour prouver que la définition est consistante,
on est ramené a prouver que :

—1
Ql,detx(plpz) x |det(¢7 " o ¢/1)|F = Ql,detx(p’lp’z)‘
Or, d’apres [RR93, Lem. 3.4], on a :
det(¢y ' o ¢1)* = detx (py 'Piphps )
puisque p; 'piw;php; * = wj. Or, d’aprés la Proposition 1.4, on a :

— -1 /
QLdet(qﬁ;loq&’l)QdetX(plpl) = |det(¢; " 0 ¢1)|F x Ql,detx(mpz)'
Donc la définition de p4 est bien consistante. O

Soit g € ;. Soient p; et py dans P(X) tels que g = pyw;p2. On définit (g) comme
I'image de detx (p1p2) dans F*/F*2. Alors x(g) est bien défini car il ne dépend pas du
choix de p; et py d’aprés [RR93, Lem. 3.4]. De plus, on a z(wg) = 1 pour tout S C [1,m].
Le point g) de la Proposition 1.4 donne alors :

Corollaire 3.24. Pour tout g € Sp(W) et tout p € P(X), on a :

tigp = (z(p), (9))F X Q1 detx (p) X Hg-
Et en notant ¢, : x € gX N X\X — pz € pgX N X\X :
tipg = (2(P); 2(9))F X Q1 detx (p) X Pp * Hg-
On rappelle que pgy : SBS,SX (W) — Sp(W) est la projection associée au modele de
Schrédinger Sx. On réemploie les notations de la Section 3.2.1 pour les opérateurs de

changement de modeles T4, A, .. On définit une section de pg, a I'aide des mesures
précédentes :

—~R
ogige Sp(W) = U(g) = 1gX,X,ug,0 © Ig € sz/;,SX (W)
dont on note ¢ le 2-cocyle associé i.e. :
¢:(9.9') € Sp(W) x Sp(W) = a(g)a(g')o(gg") ™" € R*.

Lemme 3.25.
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a) Pour tout g € Sp(W) et tout p € P(X) :
&(g,p) = e(p.g) = &~ 9) = (z(p), z(9))F.

b) Pour tout S et S" dans [1,m], en notantl =|SNS’|, on a :

1(1—1)
e(ws,wsr) = (=1, -1)p?

c) Soient S C [1,m] et W = Wg + Weg, de sorte que le sous-groupe de Sp(W) :
Gs ={g € Sp(W) | g(Ws) C Ws et glwy = Idwg}

soit canoniquement isomorphe a Sp(Weg) via la restriction a Weg. On adopte des
notations similaires pour ©S. Alors pour tout g € Gg et tout ¢ € Geg, on a
l’égalité :

(g,9') = eg',9) = (z(9), =(q)) p-

Démonstration. a) Soient p € P(X) et g € Sp(W). Alors, comme o(p) = Q4 gty (p) X Ip;
on déduit du Corollaire 3.24 précédent que :

o(pg) = (x(p),x(9))F x o(g)o(p) et a(pg) = (x(p),z(9))F x o(p)o(g).

Cela montre que é(p,g) = é(g,p) = (2(p), z(g))r. Enfin, x(p) = z(p~!) par définition.
b) On note g I'isomorphisme induit par wg de Xg vers Yg. Alors pour tout f € C(Y) :

o(ws)f -y V({a, 1)) f((=7sa,0))dpws (a).
wg XNX\X
On pose ps : ¢ € Xg = (ysz,-) € X qui un isomorphisme symétrique. En reprenant
les notations de la Proposition 1.7, soit :

My« f € C2(Ys) = Fp,y (f o (=7s)) o (=7s) " € CZ(Vs)

ou pour f' € CX(Xg) et x € Xg :

Funsd'@) = [ l(r52,0)f'@dguns (o).
S
Dans la décomposition C°(Y) = CX(Ys) ® C°(Yes), on a o(wg) = Mg @ Id. Il en va
de méme avec wg et o(wgr).
Maintenant, la décomposition C°(Y) = C(Ysns) @ CF(Ysas) @ C2(Ye(susr)
donne que la composée o(ws) o o(wgr) s’écrit comme (Mg o M, ,) ® M, , ®Id ot
Ysas: est associé a wgag. Or, la restriction de M,y et M, , a C°(Ysns') sont toutes

deux égales a M, _,. Ensuite :

= Fupy o Moy o f 0 (=75n57)) © (—7sns7) "

= F.U‘pSmS/ (‘FﬂpSmS/ (f o (_P)/SQS’))) o <_’YSOS'>_1

= F.  (fo(=vsns))o (—ysns)

Hpgngr

2
Ysns! f
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Finalement, la Proposition 1.7 donne que pour tout f € C°(Ysns/) et tout y € Ygngr -
M“%Smslf(y) - (_1’det(Q%PSms/))F(Q—Ll)l x f(=y).

En remarquant que wsws: = wgasrasng' ot agng’ = (—Idwy, ., )®ldw, g, est dans
P(X), lamesure flyguwg = (1) X Hug g, - Dans la décomposition précédente, o(wswsr)
s’éerit alors Agnsr @ My, o, @ Id ot Agng f(y) = Qy 1y x f(—y). Par conséquent,
comme :

_ l l
(_Ldet(Q%psﬁs,))F = (_172 Z)F = (_1’2Z)F = ((_172)F) = ((_17 _1)F) )
il vient : l
é(ws, wg) = (=1, =1)pQo11) X Q_qy 1.

En appliquant récursivement le point g) de la Proposition 1.4 :

1(1-1)

Qi = (Q—Ll)l X (=1,-1)p?

11-1)
Enfin, on conclut grice a I'égalité (Q_1,1)? = (=1, —1)F que é(wg,ws) = (=1, —1) >
¢) D’une part, pour tout f € Sx, un calcul explicite de o(g) o o(¢')f((0,0)) donne :

[ [ U0 () g 0y (@ g ()
gXNX\X Jg' XnNX\X
D’autre part, le morphisme de réduction :

z € X — (pg(x),py(x)) € (¢ X NX\X) x (¢X NX\X)

a pour noyau gg'X N X. Or, g et ¢’ commutent entre eux et chacun de ces morphismes
induit le morphisme identité par passage au quotient sur ¢’X N X\X et ¢X N X\ X
respectivement. De plus, on déduit du point g) de la Proposition 1.4 qu’on a :

tg ® pgr = (2(g), x(gl))Fﬂgg"

Par conséquent, un changement de variable dans 'intégrale donne 1’égalité :

a(g) 0 a(g")f((0,0)) = (z(g),2(g")r x o(g9')£((0,0))
pour tout f € Sx. Cela entraine donc I'égalité o(g) oo (g') = (x(g9),2(¢"))r x o(g9g’). O

Définition 3.26. On note Sp(W) x; R* l'ensemble Sp(WW) x R* muni de la loi de
groupe :
(9. 2) - (¢, N) = (99", &(g, ") AN).

Théoréeme 3.27. On distingue les cas comme dans le Théoréme 3.4.
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a) Si F est fini, ou si la caractéristique ¢ de R est 2, alors ¢ est le 2-cocyle trivial.
Par conséquent, o est une section de ps, qui est un morphisme de groupes. De
plus, un tel morphisme de groupes est unique sauf dans le cas exceptionnel F' = Fg
et dimpW = 2, et définit toujours un isomorphisme d’extensions centrales :

(9:A) € Sp(W) x B* 1= (g, Ao (g)) € Spy.s, (W).

b) Si F est local non archimédien et £ # 2, alors ¢ est d valeurs dans {£1}. Par
conséquent, o est l'unique section réalisant l’isomorphisme d’extensions centrales :

(9, ) € Sp(W) x& R* > (g, Ao (g)) € Spy.s,, (W).

et dont la restriction a Sp(W') xe {1} induit un isomorphisme d’extensions cen-

—~R
trales avec Sp,, g, (W).

Démonstration. Dans le premier cas, on va montrer que ¢ est le cocycle trivial ; dans le
second, que ¢ est a valeurs dans {£1}. Les formules obtenues sont valables dans les deux
cas, bien que triviales dans le premier. Soient p1,p2,p € P(X) et g1,92 € Sp(W). Alors
on déduit du Lemme 3.25 en décomposant o(gip~!) o o(pgo) :

é(g1p~ 1 pga) = ¢(p, p)é(g1, 92)¢(g1, g2)
ainsi que o(p1g1) o o(gap2) :

¢(p1g1, g2p2) = €(p1, 91)¢(g2, P2)E(P1, 9192)E(P19192, P2)E(91, 92)-

Par conséquent :

. 1 . 1 1 dans le premier cas;
e(prg1p™ ", pgep2)i(g1, 92) = 41 dans le second.

Il reste a prouver que pour g; et go bien choisis, le cocycle é(g1, g2) est trivial ou
a valeurs dans {#1}. Pour ce faire, on utilise une décomposition associé a l'invariant
de Leray [RR93, Th. 2.16]. Pour tout g; et go dans Sp(W), il existe Si, Sy et S dans
[1,m], et un isomorphisme p : Yg — Xg antisymétrique, i.e. p* = —p, de sorte que
(S1USy)NS =0et g1 = pleUSlup]f1 et g2 = pwsys,p2. 11 suffit donc de calculer pour
le morphisme p en question ¢(wsus, Up, Wsus, ). Or, en calculant o(wsys, up) © o(wsus,)
de différentes maniéres, on obtient :

E(wsus, Up, WsUS,) = E(Wsty, wg)E(ws, We,, Wsu,ws )E(ws, , WS, )-

Et d’apres le Lemme 3.25, on sait que é(wg, ws,, wsu,ws) = ((—1)1510%21 z(wsu,wg))r
et ¢(ws, ,wg,) est une puissance de (—1,—1)p.

Il reste & étudier le facteur é¢(wgsu,, wg). Le lemme suivant permet de conclure que ¢é
prend bien les valeurs recherchées :
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Lemme 3.28. On a :

t(wstp, ws) = (=2, det(Qqgpys)) P X hr(Qyspys)
0l Qrgpys () = (x,75pY5%) est une forme quadratique non dégénérée sur Xg.

Démonstration. 11 s’agit donc de calculer, pour tout S C [1,m] et tout p : Ys — Xg
de sorte que u, € Sp(W), la composée o(wsu,) o o(ws) en termes de o(wsu,ws). Soit
f € Sx. Comme o(wsu,) = o(wg) o o(u,) d’apres le Lemme 3.25 :

o(wsuy) o o(ws)[((0,0)) = [ (o) 0 0(us) ) (150, 0) s o).
O, (0(up) 00 (ws) f)((wg'a,0)) = b(}(ws'a, (~p)wg'a)) x (o(ws) f)((wg'a,0)) daprés

les formules du modele de Schrodinger de la Section 3.2.1. Mais :

o(ws) f((wg'a,0)) = XSf((w;la’,0><w§2a,0>duws<a’>

= Xsw(<a',w§1a>)f((w§1a',0)))duws(a’)

= 1ol [ 05 e, pusa ) F((—wg o a” 0)djug (a”)

oll le changement de Variablelopéré est a' = ¢, 5(a") = —pwg'a” pour I'automorphisme
¢p,s de Xg induit par —pwg™ sur Xg.
Ensuite, comme u}

P :u,p:

1 1, —1 1.n -2

n_ - — _
a =Wg U, Wg a Wg G .

-1 —

Par conséquent :
1 1, _ _ 1 -1 -
f((_wslpwsla//) O)) = ¢(§<wsla”7 (_p)wsla”>)f((wslup 1’(0510,//, O))

On obtient donc pour o(wsu,) o o(ws)f((0,0)) au facteur |¢, |~ pres :

/XS /X . w(;@vs Ya—a"), (—p)wg'(a— a”)>> (Twguyws f)((@”,0))dptws (a”)dpiys (a).

A Taide du facteur de Weil non normalisé défini dans la Section 1.2, cette derniére
expression se simplifie en :

Vg (00 Q) % [ (s (0", 0)) g (@)

S

ou Qs(z) = —%(:c,wgpwglx).
De plus wsu,ws € Geg et admet comme décomposition dans Wg = Xg + Yy :

WU, WG = ¥ Tovwg=| * " | etrt=
S5pS YSpYs  * s s * V8= TS
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Comme vgpys est de rang | S|, il existe p; et py dans P(Xg) telles que wsu,ws = prwgpa.
De plus, il existe une décomposition de la forme :

WU — Idx, * we | @ *
SEST 00 Idy, | 0] 0 (@)t |

En particulier, une telle décomposition impose que vsa = ygpys. En d’autres termes
a = pys € GLr(Xg). Avec ces notations, on a ¢, 5 = pys et Qg(x) = %(x,ysp'ysx}
L’expression de la mesure fiqy yws €st alors :

Hwsu,ws = Q1,det(p'yg) X g -

On obtient donc la formule :

A(wstp, ws) = |Dps1 7" X Ly (1 0 Q) X Qaet(prs),15

que 'on se propose de simplifier dans la suite de la preuve.
D’une part, dans la base standard B de Xg, on a d’apres le Corollaire 1.5 :

Q,U‘ws (w © Q%"/SP'YS) = QdetB(Q ),1 X hF(Q%’YSP'YS) X Q/-st (’(/} © Q'YS)

%"/S PYS

Or Qp, (Yo Q) = (91,%)|S| X Qo (Yo Q%vs) = (QL%)|S| ou la derniére égalité se

déduit par définition de la mesure ji,,4. De plus :
hr(Q1ygpms) = (2, det(Qysps) 1™ ) F X B (Qrspms)-
et :

Qets@r )1 = 27, det(Qygpms))r X Qomis 1 X Vet (@rgpme) L

3VSPYS
En remarquant que Qs ; = (Q1 1)|S|, il vient :
b 27
Q,Ufws (IIZ} o Q%'YSP'YS) = (27 det(Q'YSP’YS))F X QdetB(Q»YSmS),th(Q“/SP’YS)'

D’autre part, la représentation matricielle de la forme quadratique @4,y dans la
base B est Qrgpys (r) = EXMX ott M = Matg(pys) et X € FIS! est le vecteur coordonné
associé a € X dans la base B. Cela signifie que detg(Q~4pv5) = det(pys). Comme pour
tout a € F*, on a (Q1)* = |a| x (a,a)r = |a| x (=1,a)p :

e(wsup, ws) = (=2, det(Qygpys)) F X hE(Qygpys)-
O]

Pour terminer la preuve du point a), la propriété d’unicité dans le cas non excep-
tionnel vient de 1’énoncé du Théoréme 3.4. Celle du point b) est un fait classique pour
les isomorphismes d’extensions centrales car Sp(WW) est un groupe parfait. ]
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Remarque 3.29. La formule que 'on obtient dans la preuve pour é(wsu,,ws) diverge
de celle de [RR93], mais seulement en apparence, au sens ot ces deux cocycles sont égaux
en cohomologie. En effet, le choix de mesure qu’il opére correspond avec les notations
de la Proposition 3.23 & (g Rao = Q%,édetx(mpz) X 1 pw; = (2,2(9))F X pig donc :

TRao(9) = (2,2(9))r X 0(9)-

Plus généralement, un choix de mesure du type pga = Qo adety(pipe) X @1 Hw; pour
a € F* donne un 2-cocycle é, dans la méme classe de cohomologie que é. Il faut
modifier en conséquence le point b) du Lemme 3.25 et le Lemme 3.28 pour é,, mais tout
le développement précédent reste valable.

Corollaire 3.30. Excepté dans le cas exceptionnel F = F3 et dimp(W) = 2, la section

R
o est a valeurs dans Sp,, g, (W).

Corollaire 3.31. Soient g1 et go dans Sp(W). Par définition de l'invariant de Leray,
il existe p1,p2,p € P(X), S C [1,m], un isomorphisme antisymétrique p : Ys — Xg et
S1,5y C °S tels que g1 = plwguglupp_l et go = pwsys,p2. Avec ces notations, et en
posant | = |S1 NSz, on a :

1(1—1)

&(g1,92) = (x(g1), #(92))F % (2(g1)x(g2), —2(9192))F X (=1, =1)p >

x (=)}, z(wsu,ws))F X &(wsu,, ws).
Démonstration. En reprenant la preuve précédente :
&(prwsus, upp ", pwsus,pa) = E(p1, wsus, upp” ') X &(p1, WSLS, UpWsUS,P2)
x (wsus, upp ', PwSUS,P2)
Or &(p1, wsus, upp™") = (x(p1),2(p))F et :
¢(p1, wsus, Upwsus,p2) = (2(p1), T(wsus, upwsus, )T (p2)) F-
Comme z(wsys, UpWsus,) = x(ws, ws,)r(wWsu,ws) = (—1)lac(w5upw5) :
g1, 92) = (@(p1), 20 X (2(p1), (1) (wsupws))p X H(wsus upp~, pwsus,ps).
Les détails sont omis car similaires, mais on a de méme :
Hwsus upp” ", pwsus,p2) = ((p), 2(p2))r X ((—1)'z(wsu,ws), z(pa))
x (wsus, upp ™ty pwsus,)-
De plus z(g192) = x(p1)(—1)'z(wsuyws)z(ps). Et puisque :

e(wsus, Upp, Pwsus,) = (z(p), 2(p))F X E(wWsus, Up, WSS, ),
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il vient :

&(91,92) = (@(g1), 2(92))F % (2(g1)z(92), —2(91)x(92)) F X E(WsUS, Up, WSUS, )-

Et d’apres la discussion préliminaire au Lemme 3.28 :

1(1-1)
(wsus, Up, WSUS,) = ((fl)l,x(wgupws))p X (=1,-1)p? X é(wsup, ws).

4 Relevés de paires duales et scindages

Soit (Hi, Hz) une paire duale réductive dans le groupe symplectique Sp(WW). On
rappelle (cf. [MVW87, Chap. I, 1.17]) que H; et Hs sont deux sous-groupes de Sp(W)
qui sont les centralisateurs I'un de 'autre. Ils sont de plus réductifs.

Soit pg : %SS(W) — Sp(W) la projection associée a un modele S de la représenta-
tion de Weil modulaire. On note alors :

His =pg'(H1) et Hy g = pg'(Ho).

~ ~R ~
Proposition 4.1. Le centralisateur de Hy g dans Spqﬁ’S(W) est Hy g, et vice-versa.

Démonstration. Soit g dans le centralisateur de ITILS. Alors pg(g) est dans le centrali-
sateur de H; c’est-a-dire pg(g) € Ha2. Le Lemme 3.15 assure que le centralisateur de Ho
contient I;TLS. D’ou I'égalité. Enfin les mémes arguments s’appliquent pour ﬁILS et le
centralisateur de ﬁg,g. O

Par conséquent, la paire (I;T LS, I;TZS) est une paire duale dans %5 (). Dorénavant,
toutes les paires duales considérées dans le groupe métaplectique seront de ce type. On
dit que cette paire est le relevé au groupe métaplectique de la paire (Hy, Hy). En général,
la théorie se ramene a I’étude des paires duales réductives irréductibles. Elles sont en
un certain sens minimales car elles ne proviennent pas de produits de paires duales plus
petites — pour une définition rigoureuse [MVW8T7, Ibid.]. Leur classification se divise
entre les paires de type I et celles de type II.

Soit H un sous-groupe de Sp(W). Le groupe Hg = pgl(H) est dit scindé s’il existe
un morphisme de groupes H — H s qui est une section de pg. Dans ce cas, il existe un
isomorphisme d’extensions centrales entre I’extension centrale triviale H x R* et Hg.
De plus, ’ensemble de ces isomorphismes est en bijection avec ’ensemble des caracteres
de H & valeurs dans R*.

D’apres le Théoreme 3.27, tout relevé d’un sous-groupe de Sp(W) est scindé si F est
fini ou si R est de caractéristique 2. On suppose donc dorénavant, et ce jusqu’a la fin de
cette partie, que F' est local non archimédien et R n’est pas de caractéristique 2.
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4.1 Scindages des relevés de paires duales via un parabolique

Voici une premiere réponse concernant les scindages de relevés de paires duales :

Proposition 4.2. Soit (Hy, Hy) une paire duale irréductible dans Sp(W).
o Si cette paire est de type 11, alors PNILS et ITIQ,S sont scindés.

e Sielle est de type I, il existe W = W1 @ Wy telle que (Hy, Hz) = (U(Wh),U(W2)).
Si Wy est scindé, alors Hy g est scindé.

Démonstration. Grace a la Proposition 3.16, il suffit de prouver que les groupes en
question sont inclus dans un groupe parabolique de Sp(W). Tout d’abord, si la paire est
de type II, il existe un lagrangien X de W tel que H; et Hj soient contenus dans P(X)
d’apres [MVW87, Chap. I, 1.19]. Si celle-ci est de type I, il existe [MVW87, Ibid] une
décomposition W = W @ Wy telle que la paire duale (Hp, Hy) soit de la forme énoncée.
Si Wy est scindé, alors U(W7) est inclus dans le parabolique P(W; ® X3) pour tout
lagrangien X5 de Ws. O

Il est possible de décrire de maniere plus précise ou vit ce scindage. La question
suivante est intéressante a divers titres : existe-t-il un scindage de H; g a valeurs dans

§1\)¢7 (W) ? La réponse sera précisée a l’aide de :

Lemme 4.3. On rappelle que le contexte considéré ici est F' local non archimédien et
R de caractéristique différente de 2. Soit X un lagrangien dans W .

a) Si F est une extension finie de Qq et —1 n’est pas un carré dans F', alors il n’existe
pas scindages de P(X) d valeurs dans Spy, s(W).

b) Sinon, en posant s = valp(2) ou valp est la valuation normalisée dans F', il existe
4 x ¢° scindages de P(X) a valeurs dans Spy, ¢(W).

Remarque 4.4. Quand la caractéristique résiduelle est impaire, on a s = 0.

Démonstration. On traite d’abord le cas ou W est de dimension 2. On choisit comme
modele S = Sx. D’apres le Lemme 3.25, il est équivalent de dénombrer ’ensemble des
sections de :

(p,\) € P(X) x¢ R* — pe P(X)

qui sont des morphismes de groupes a valeurs dans P(X) x; {£1}. On rapelle qu’ici
PX)~M(X)Xx N(X)=F*x F et :

¢ (2,y) = ((az,na), (ay, ny)) € P(X) — (az,ay)r € {£1}.

Comme 'application n € N(X) + (n,1) € P(X) xsR* est un morphisme de groupes, et
que son image est distinguée, 1’existence d’une section qui est un morphisme de groupes
de P(X) a valeurs dans P(X) x; {1} est équivalente & l'existence d’une section de
e (a,e) € F* xz{£1l} — a € F* qui est un morphisme de groupes. De maniére
équivalente, la question se rameéne a : existe-t-il une application € : a € F* +— g, € {£1}
de sorte que a € F* — (a,g,) € F* Xz {£1} soit un morphisme de groupes ?
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Etant donné que é&(a,d’) = (a, a’)p, Papplication e doit vérifier pour tout a,a’ € F* :
catar = (a,a") FEqqr.

En particulier, on déduit de cette relation et de (a,a)r = (—1,a)r pour tout a € F que :

e si —1 est un carré dans F, cette relation impose que ¢ est constante sur les classes
modulo les carrés, donc se factorise en une application F*/F*2 — {41}, encore
notée ¢

e si —1 n’est pas un carré dans F', alors € est constante sur les classes modulo les
puissances 4-éme, donc se factorise en une application F*/F*4 — {£1}, encore
notée €.

a) Pour régler ce cas, on utilise un résultat plus fort. On rappelle que I’espace symplec-
tique considéré W est de dimension 2 :

Lemme 4.5. 5i F' est une extension finie de Qg et —1 n'est pas un carré dans F, il
n'eziste pas de scindages de {*Idw} d valeurs Spy, ¢(W). Il en eziste deur a valeurs

dans S\I/Dw’S(W).

Démonstration. En effet, soit A un scindage de {+Idy } a valeurs dans {+Idy } xsR* qui
est un morphisme de groupes. Cela impose en particulier les relations A(Idy ) = (Idw, 1)
et A(—Idw) = (—Idw,a) ot @ € R*. Or comme A est un morphisme de groupes :

A(=Idw ) A (=Idw) = A(Idyw).

Par conséquent o? = (—1,—1)p = —1. Une racine carrée de —1 appartient bien & R car
il existe un caractere additif ¢ : F' — R non trivial. Donc il n’existe pas de scindage de
{£Idw} & valeurs dans Sp,, (W), bien qu'il en existe toujours & valeurs dans Sp,, ¢(W).
Ces derniers sont donnés par o € {+i}, ce qui en fait bien deux puisque R n’est pas de
caractéristique 2.

Quand W est de dimension quelconque, on peut toujours se ramener a la situation du
lemme précédent en considérant un sous-espace symplectique de dimension 2. En effet,
il existe deux sous-espaces symplectiques W/ et W” de W tels que W = W' & W”| la
dimension de W' est 2 et X = X N W' @& X N W”. Alors le groupe {(xIdy, Idy~)} est
un sous-groupe évident de Sp(W), contenu dans P(X). D’apres le lemme précédent, il
n’existe pas de scindages de {(£Idy,Idy~)} a valeurs dans gf)d,’ sy (W). Donc a fortiori,
il n’en existe pas pour P(X). O

b) On suppose pour commencer que —1 est un carré dans F. L’ensemble des caractéres
de F*/F*? 3 valeurs dans {41} sont aux nombres de |F*/F*%| =4 x ¢°, ou s = 0 si
la caractéristique résiduelle est impaire; et s est le degré de ramification de F' sur Qg
sinon. Par conséquent, s’il existe un scindage a valeurs dans Sp,, g(W), il en existe en
tout 4 x ¢°. Il s’agit maintenant de construire un tel scindage. Le groupe F*/F*?2 est
muni d’une structure de Fs-espace vectoriel évidente et pour laquelle ’application :

(a,d') € F*)F*? — (a,d)p € {£1}
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est une forme bilinéaire symétrique non dégénéré en identifiant {£1} & Fy. De plus,
tout vecteur est isotrope car —1 est un carré dans F. On peut donc trouver une base
hyperbolique de F* /F*2 notée {e;, fi}1<i<qs qui vérifie :

(ess fi)r = —(=1)%.

On pose alors €., = €7, = 1. Et pour tout z € F*, dont on note {x¢,, Ty, }1<i<qs les
coordonnées dans la base précédente, on pose enfin :

€x = H (JUez'vxfi)F'

1<i<q®

Il est aisé de vérifier que pour tout z,y € F*/F*2, on a la relation €2y = (T, Y) FEzy.
Ce qui donne un morphisme de groupes p = (a,n) € P(X) — (p,e,) € P(X) xe {£1},
qui est le scindage désiré quand W est de dimension 2.

Enfin, il reste a étudier le cas ou —1 n’est pas un carré dans un corps local non
archimédien I de caractéristique résiduelle impaire. Le groupe F*/F** = (—1, wp), ou
wp est une uniformisante dans F*, est isomorphe & Z/27Z x 7. /4Z. Par conséquent, il
existe seulement 4 caracteres a valeurs dans {4+1}. Comme dans le paragraphe précédent,
il suffit de construire une application ¢ : a € F*/F** s ¢, € {£1} qui donne un
scindage a € F* — (a,e) € F* x; {£1}. On rappelle les relations (a,a)r = (—1,a)r
et :

(—1,wF)F = (—1, —wF)F =—1let (—1, —1)F =1.

On tire de e, = (a,d')peqq des conditions sur € & savoir :

e 1 =1 et Ew%:—l;
® 3 = —Cwp et E ol = —C-wp)
® Cpf g =61 €t € w2 = —E-1.
Selon les valeurs de €_1, on trouve que : quand e_; = —1 on doit avoir €5, = —€_, ;

quand €_1 = 1 on doit avoir €4, = €_g,. Ce qui restreint a 2 choix dans le premier cas,
et 2 dans le deuxieme, soit 4 au total. Ainsi, n’importe lequel de ces candidats devrait
étre un scindage. Pour ce faire, on vérifie a la main que I’application définie pare_; = —1
et €w, = €—wp = 1, et soumise aux trois relations précédentes, est consistante vis-a-vis
de la relation ., = (a,a’) peqqr. Ce probléme comporte un nombre finie de vérifications
étant donné que F* /F** est fini. Comme le symbole de Hilbert est symétrique, il suffit
de considérer les 8 cas diagonaux a = a’ et les (64 —8)/2 = 28 cas non diagonaux a # a'.
On peut retirer les cas ou a = 1 car immédiats, ce qui laisse 28 — 7 = 21 vérifications
aussi fastidieuses qu’élémentairement vraies.

Quand W est de dimension quelconque, le groupe dérivé de P(X) est isomorphe a
SL(X) x N(X). Ce dernier possede un (unique) scindage a valeurs dans Sp(W) x; R*
donné par p € SL(X) x N(X) — (p,1) € Sp(W) x¢ R*, et dont I'image encore notée
SL(X) x N(X) est distinguée dans P(X) xs R*. On peut donc quotienter par le sous-
groupe SL(X) x N(X) pour se ramener au probléeme équivalent de trouver un scindage
de P(X)/(SL(X) x N(X)) = F* a valeurs dans :

(P(X) xe{£1})/(SL(X) x N(X)) = F* x& {£1}.
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Ce qui ramene au cas de la dimension 2 que 'on vient d’étudier. ]

En examinant la preuve de la Proposition 4.2 a la lumiére du Lemme 4.3 on obtient :

Corollaire 4.6. Soit (Hy, H2) une paire duale irréductible dans Sp(W). On note .FAILS
et Hy 5 les images réciproques respectives dans Sp,, g(W'). On suppose que l'on exclut le
cas ou I est une extension finie de Qo et —1 n’est pas un carré dans F'.

o Si cette paire est de type II, alors ITILS et 1?1275 sont scindés ;

o si elle est de type 1, il existe W = W1 @ Wy telle que (Hy, Hz) = (U(W1),U(W2)).
Si Wy est scindé, alors Hy g est scindé.

4.2 Scindages de relevés de paires duales irréductibles de type I

Soit D une algebre a division dont le centre E contient le corps local non archimédien
F. Soit 7 : D — D une involution de D i.e. d’'un anti-automorphisme de carré I'appli-
cation identité. On suppose que F' est ’ensemble des points fixes de 7. Les possibilités
pour (D, E, F,T) sont :

1. D=F=Fet7T=1Idp;

2. D est I'unique algebre de quaternion sur £ = F' et 7 est I'involution canonique;

3. D = E est une extension quadratique de F' et F est le générateur de Gal(E/F).

Soient (W1, (,)1) un espace e1-hermitien (a droite) sur D et (W, (,)2) un espace ea-
hermitien (& droite) sur D avec €9 = —e1. On peut munir W5 d’une structure d’espace
vectoriel & gauche pour tout d - we = wyT(d) pour tout d € D et wy € Wi.

Soit tp/p : D — F une trace de D sur F i.e. tp/p est une forme linéaire non nulle
telle que pour tout d,d’ € D :

tpyp(T(d)d) = tpp(dr(d)).

Autrement dit {p/p est une trace invariante par 7, ce qui inclut le cas de la trace
réduite. Il existe alors un unique produit symplectique (,) sur le F-espace vectoriel
W = W; ®@p W de sorte que pour tout wy,w) € Wi et tout we, wh € Wy :

(i @ w0y @ wh) = by (fur, )y 7 whe) ).

Dans cette situation, en considérant ’action naturelle des groupes d’isométries U (W)
et U(Wa) sur W = W ® Way, la paire (U(W7),U(W2)) est une paire duale irréductible
de type I dans Sp(W) qui ne provient pas d’une restriction des scalaires sur F' d’apres
[MVW8T7, Chap. I, 1.20]. Réciproquement, toute paire duale (H;, H2) dans un groupe
symplectique Sp(W) qui est irréductible de type I et ne provient pas d’une restriction
des scalaires sur F' est obtenue a partir d’un tel procédé [MVWS87, Ibid.].

Soit donc (Hy, Hy) = (U(Wh),U(W3)) une paire duale dans un groupe symplectique
Sp(W) ou W = W1 ®p Wa. Soit S un modele de la représentation métaplectique associée
a un caractere additif ¢ : F' — R*. On généralise [Kud94, Th. 3.1]. En revenant avec les
distinctions précédentes pour (D, E, F,7), les paires sont constituées de :
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1. un groupe symplectique et un groupe orthogonal ;
2. deux groupes unitaires quaternioniques, I'un hermitien et ’autre anti-hermitien ;

3. deux groupes unitaires classiques, I’'un hermitien et l’autre anti-hermitien.

Théoréeme 4.7. On suppose que R contient une racine carrée de q et on la fixe.

a) St Wy est symplectique et Wy est orthogonal de dimension impaire, alors [’extension
Hi s est isomorphe au groupe métaplectique sur Wy. En particulier, cette extension
n’est pas scindée sur Hy.

b) Dans tous les autres cas, Uextension Hy g est scindée sur Hy.

Démonstration. Quand R contient une racine carrée de g, on peut définir le facteur de
Weil classique w d’apres le point f) de la Proposition 1.4. En reprenant les notations du
Corollaire 3.31, le 2-cocyle ¢ est alors cohomologiquement équivalent au 2-cocycle :

c(g91,92) = w(PoQ1,).

Etant donné les propriétés du facteur de Weil classique, cette quantité ne dépend que
de la classe d’isomorphisme de p i.e. de son déterminant, de son invariant de Hasse et
de son rang. Ce 2-cocyle est & valeurs dans ug(R) = {\ € R* | A8 = 1}.

Par conséquent, I'extension ﬁIL s est isomorphe a Hj X, R* ou le 2-cocyle ¢; est
obtenu comme le composé de ¢ avec le plongement i; : hy € Hy — hy ®p Idw, € Sp(W).
Dans le cas b), et en supposant que Wi est scindé, la résolution du 2-cocycle ¢; est
en tout point similaire & celle explicitée dans [Kud94, Th. 3.1] en choisissant des bases
adaptées de Wi et Wa. Il en va de méme pour le cas a).

Il reste alors & considérer le cas b) quand Wj n’est pas scindé. La technique de
doublement effectuée dans [Kud94, Prop. 4.1] est encore valable. On la rappelle suc-
cinctement. On note —W; l'espace e1-hermitien (W5, —(,)1). Alors l'espace e1-hermitien
Wy, = W1 (—W7) est scindé et W = (W, @p Wa) @ ((—Wh) @p Wa) = Wi @p Wa est un
espace symplectique sur F'. De plus, en posant W = Wy @p Wy et —W = (—=W7) @p Wa,
on a une identification canonique entre Sp(W) et Sp(—W) en tant que sous-groupes de
GLp(W). Le morphisme naturel :

(u,u") € Sp(W) x Sp(W) — u® u' € Sp(W)

se releve aux groupes métaplectiques grace la Proposition 3.22 pour W =W & (—W), en
choisissant des modeles des représentations métaplectiques .S et S~ associées & W1 ®p Ws
et (—=W1) ®@p Wa pour le méme caractere . Ce relevé s’écrit :

%w,s(W) X ész,s—(—W) — ﬁ)w,S@S— (W).

Son noyau étant {((Idy, Aldg), (Idw, A"'Idg-)) | A € R*}, le sous-groupe Hj g x {1}
s’injecte dans le groupe de droite.

La paire (H{, H}) = (U((W1 & (=Wh)),U(W3)) est une paire duale irréductible de
type I dans Sp(W). D’apres le paragraphe précédent, le morphisme de groupes :

(h1 @ Idw,, M) € Hy g = (b ® Idw) ® Idw, M ® Idg-) € Spy, g5 (W)
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est injectif. L’image de ﬁl,g est contenue dans Ijli Ses— dqui est un sous-groupe scindé
car W1 @ (—W1) est scindé et W5 n’est pas orthogonal de dimension impaire. O

Remarque 4.8. En toute généralité, il faut redoubler d’attention quand on se place sur
un corps R qui est minimal. Par exemple, si F' = F3((t)) et R = Q(5), il n’est pas garanti
que tout relevé de paire duale qui tombe dans le cas b) soit scindée. En revanche, en
considérant le corps R’ = Q(j,1) = Q(j,V/3), tout relevé l'est.

La remarque précédente délimite les cas potentiellement problématiques :

Corollaire 4.9. On suppose exclu Wi symplectique et Wa orthogonal de dimension
impazire.
a) Si —1 est un carré dans F*, alors ﬁl,g est scindé ;

b) Si F est de caractéristique résiduelle 2, alors fILS est scindé ;

c) Si la paire est symplectique-orthogonale et p # 2, alors ITILS est scindé.

Démonstration. a) Tout d’abord, la condition —1 € F*? entraine, d’apreés [CT13, 4],
que I'image du facteur de Weil classique est a valeurs dans {£1}. Ainsi, les 2-cocyles ¢
et ¢ admettent des résolutions a valeurs dans {£1} en examinant les formules issues de
[Kud94, Th. 3.1]. Cela signifie bien que fAILS est scindé. On remarque a fortiori que ¢
admet bien une racine carrée. En effet, la situation se divise en trois cas. Soit g est une
puissance impaire de p # 2, auquel cas p = 1[4] et R contient une racine carrée de p
d’apreés un argument clasique sur les sommes de Gauss. Soit ¢ est une puissance paire
de p # 2, ce qui signifie que F' contient 'unique extension non ramifiée de degré 2 de Q,
ou Fy((t)). Soit p =2 et F contient le corps Qa(y/—1).

b) Ensuite, si F' est de caractéristique résiduelle 2, I'existence d’un caracteére additif non
trivial de F' entraine que R contient des racines carrées de —1 et 2. En particulier, il
contient une racine carrée de q.

c¢) Si W est orthogonal, alors W; est symplectique. En particulier, 'espace Wy est scindé
et on peut donc utiliser le Corollaire 4.6 en considérant U(W7) comme un sous-groupe
d’un parabolique P(W; ®f X32) ou Xy est un lagrangien de Wj.

Si W7 est symplectique et Wy est orthogonal de dimension paire, on sait alors qu’il
existe une résolution du cocycle métaplectique & valeurs dans une extension R’ de R
contenant une racine carrée de g. En notant ¢, le 2-cocycle métaplectique réduit sur
Sp(W1 @ p Wa) restreint a H; = Sp(W7), on a une inclusion évidente H; Xz R* dans
Hy x¢ R'*. Or, le groupe H; est parfait, donc son image par un scindage & valeurs
dans Hy xg R'™ est incluse dans le groupe dérivé Hy xg {£1}, et donc incluse dans
le sous-groupe H; xz R*. Le scindage de H 1,5 ainsi obtenu est donc défini sur R et a
valeurs dans le groupe métaplectique réduit 7.e. H 1,5 est scindé. De plus, ce scindage est
I'unique scindage de H 1,5 puisque le groupe symplectique est parfait. ]

Remarque 4.10. Un cas subsiste dans lequel on ne sait pas dire si le scindage est défini
ou non pour un corps minimal R ou ne contenant pas de racine carrée de g. Il est le
suivant. Quand p est impair et —1 est n’est pas un carré dans F' — ceci implique que
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p = 3[4], on ne sait pas dire si IA{TLS est scindé ou non sur un corps R minimal quand
D est quaternionique ou quadratique. On donne un exemple sous forme de question
pour illustrer ce propos. Soit F' = F3((t)) et R = Q(j). Soit W un espace symplectique
de dimension 2 et W = W7 ®p Ws une décomposition de W ou W7 et Wy sont deux
espaces unitaires de dimension 1, I’'un hermitien et 'autre anti-hermitien, avec D = E
une extension quadratique de F'. En posant H; = U(W), a-t-on que H 1,5 est scindé ?

5 En direction d’une correspondance théta modulaire

Soit S un modele de la représentation métaplectique sur R associée a 1. Pour toute
paire duale (Hy, Hy) dans Sp(W), la représentation de Weil modulaire wy, g du groupe
métaplectique S‘f)w (W) se restreint au produit I:I/'LS X ﬁ;g des relevés de ces paires
duales, que I'on note encore wy, 5. Dans la Section 4, on donne des conditions sur ces re-
levés pour que la représentation wy, g se restreigne — ou non — en une vraie représentation
de Hy x Hs, selon que ces relevés soient scindés ou non.

Pour éviter ces considérations portant sur des scindages, on étudie la représentation
wy,s en considérant pour tout sous-groupe fermé H de Sp(W) la catégorie abélienne :

Rep&"(Hs) = {(r,V) € Repg(Hs) | 7((Idw, Aldg)) = Ady }.

On en note Irr%en(ﬁ] 1,5) les objets simples. En général, la contragrédiente de 7 appartient

a Repp(Hg) mais n’appartient pas & Rep}; n(f[ 5). Cependant, quitte & tensoriser par un
caractére ou & considérer la catégorie Repfy n(fI s) sur le relevé réduit Hg comme dans la
Proposition 3.21, on peut se servir d’une notion analogue a la contrégradiente de 7w dans
Rep%™ (Hyg). Aussi est-il plus adéquat de considérer la catégorie Rep% "(Hg), ce qui ne
change pas la teneur des énoncés en jeu puisque les catégories Rep, " (Hg) et Rep% " (Hg)
sont équivalentes.

Le Lemme B.11 formalise la définition de plus grand quotient isotypique pour une
représentation irréductible donnée. Une simple application de ce lemme permet de défi-
nir, a ’aide d’une représentation irréductible du premier relevé, une représentation du
second, connue sous le nom de O-lift.

Théoréme 5.1. Soient 7 € Irrg;n(ffllﬁg) admissible et Dy = Endg S(m).

1l existe alors une représentation ©(m1) dans Rep%en(f[g,g), munie d’une structure de
Di-module a droite compatible avec sa structure de représentation, de sorte que le plus
grand quotient m-isotypique (wy 5)x, de wy g soit isomorphe a ©(m1) ®p, m1. De plus,
en tant que R[fh,g] — Dy-bimodule, le bimodule ©(my) est unique d isomorphisme prés.

Ce résultat est bien connu quand R est le corps des nombres complexes. Quand le
corps R est algébriquement clos, ou que 7 est absolument irréductible, le corps D;
précédent est simplement R. La structure de Di-module a droite correspond alors a
la structure naturelle de R-module (a gauche) de la représentation O(m). En toute
généralité, comme 71 est admissible, on sait que le corps D; est une algébre a division
de dimension finie sur son centre, qui est une extension finie du corps central R.
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On discutera dans la sous-section suivante des conjectures qui portent sur O(m;) et
qui constituent le cadre d’étude pour la « correspondance théta module ». Ensuite, en
se basant sur la Remarque 3.11 concernant les modeles explicites, les deux derniéres
sous-sections étudieront le comportement de ©(7) vis-a-vis de l’extension des scalaires,
ainsi que des possibilités de réduction des scalaires.

5.1 Définition de la correspondance modulaire et résultats connus

Dorénavant, le corps F' est local non archimédien. Pour un panorama des résultats
connus sur la correspondance théta classique sur un corps local non archimédien — c’est-
a-dire pour les représentations a coefficients complexes — et de ses contributeurs, on
indique I’Annexe A. On rappelle simplement que, quand R est le corps des nombres
complexes, les deux énoncés (O2) et (O3) ci-dessous constituent ce que l'on appelle
communément la « correspondance théta classique sur un corps local non archimédien ».
Ils sont transposés ici pour les représentations a coefficients quelconques i.e. pour les
représentations modulaires. On suppose toutefois que R est algébriquement clos.

Définition 5.2 (Correspondance modulaire). Pour tout m et ) dans Irr%"(H,g), on
considere les assertions suivantes :

(©1) la représentation ©(71) est de longueur finie, donc admet un co-socle noté (1) ;
(©2) soit ©(m) est nulle, soit §(my) est irréductible ;

(03) quand O(m1) # 0, on a () ~ (7)) si et seulement 71 ~ 7.

Quand ces trois énoncés sont valides, la « correspondance théta R-modulaire sur un

corps local non archimédien » est alors définie comme la bijection induite par 0 entre les
ensembles :

{m € %™ (Hyg) | ©(m) # 0} 2 {my € ™ (Ha.s) | O(m) # 0}

ot O(mz) est obtenu en calculant les mp-coinvariants vis-a-vis de Ha g au lieu de H; g,
c’est-a-dire en inversant 1’ordre des paires duales dans le Théoréme 5.1.

Etat des connaissances. La question de déterminer la validité de ces énoncés en
toute généralité constitue un probléeme difficile en soi qui dépasse largement 1’objet ce
travail. Cependant, on ne s’attend pas a ce que les trois énoncés précédents soient vrais en
toute généralité i.e. sans condition plus précise sur la caractéristique ¢ de R vis-a-vis du
pro-ordre des groupes Hy et Ho qui constituent la paire duale étudiée. Pour justifier cette
remarque, on cite les résultats prouvés par A. Minguez pour les paires duales de type II.
On dit que la caractéristique d’un corps est banale si elle ne divise pas le pro-ordre des
groupes qui sont en jeu.

Théoréme 5.3 ([Min06]). Soit (Hi, H2) une paire de type II dans un groupe symplec-
tique Sp(W) avec F local non archimédien. Alors, si R = F; avec { banal vis-d-vis des
pro-ordres de Hy et Ha, les énoncés (0©1)-(02)-(03) sont vrais pour toute représentation
irréductible.
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Par conséquent, on ne peut parler de la correspondance théta R-modulaire que dans
le cadre de ce théoreéme, qui permet de considérer la bijection définie par 6 entre les
sous-ensembles donnés plus haut. Il développe également [Min06, Sec. 4.5.2] un contre-
exemple qui met en défaut (©5), toujours pour les paires duales de type II, quand ¢ est
non banal vis-a-vis des groupes H; et Hy. Son travail repose cependant sur 'utilisation
d’un analogue ad hoc de la représentation de Weil pour ces paires-1a en remplacant les
formules connues sur C pour ces modeéles par des formules similaires sur [F,.

Le présent travail permet de définir un cadre complet d’étude pour les représentations
a coefficients dans un corps R quelconque en généralisant les résultats connus pour les
représentations a coefficients complexes, a savoir : le théoreme de Stone-von Neumann ;
le groupe métaplectique ; la représentation de Weil.

En ce qui concerne les paires duales de type I, étudier la validité des trois énoncés
(©1)-(©2)-(03) constitue un probléme complétement nouveau. Cependant, traiter de
telles questions nécessiterait de nombreux développements qui dépassent le cadre ici
présent, aussi repoussera-t-on cette étude aux articles qui feront suite. On s’attend a ce
que ces énoncés (01)-(02)-(O3) soient vrais quand R = Fy avec £ suffisamment grand vis-
a-vis des pro-ordres de la paire duale considérée. Néanmoins, la condition minimale sur ¢
pourrait se révéler plus forte qu’une simple hypothese de banalité vis-a-vis de (Hy, Ho).
11 existe également un contre-exemple a (©2) pour les paires de type I en caractéristique
non banale qu’on peut d’ores-et-déja consulter [Tril9, Sec. 7.2].

5.2 Compatibilités a I’extension des scalaires

Le corps F est encore local non archimédien ici. On ne suppose pas dans ce para-
graphe que le corps R est algébriquement clos. Si I’on fixe R une cloture algébrique de
R, on peut donner des énoncés analogues sur R & ceux sur R du paragraphe précédent
(©1)-(©2)-(03). Le but de ce paragraphe est de donner une compatibilité a I’extension
des scalaires pour ©(m1); et de prouver ainsi que les énoncés analogues (01)-(05)-(0%)
sur R définis ci-dessous sont équivalents, en un sens que 1’on va préciser, aux énoncés sur
R, & condition que R soit un corps parfait. On considére donc les trois énoncés suivants.
Pour tout 7 et 7} dans Trr™ (M, ) :

(©)) le R[Hys] — D;-bimodule O() est de longueur finie, on note 6 () son co-socle;
(©%) soit ©(m) est nulle, soit () est un R[ﬁ—ls] — D;-bimodule simple ;

(%) quand O(m1) # 0, on a () ~ (7)) si et seulement 71 ~ 7.

Remarque 5.4. Il est sous-entendu que I'isomorphisme 6(m;) ~ (7)) dans (0%) signifie

en particulier que Dy = Endg S(m) ~ Endg S(?Tll).

Extension des scalaires. On suppose dorénavant que le corps R est un corps parfait.
Soit 71 € Irr'y™(Hy,5). On considere la décomposition provenant du Théoréme B.2 de
I’extension des scalaires a R :

T QR R ~mq @ wpl)
weGalg(E(p1),R)
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ou FEi est le centre de D;, la représentation p; € Rep%en(fllﬁ) est irréductible et son
corps de rationalité E(p1) dans R est isomorphe & Ej.

Lemme 5.5. On a un isomorphisme de représentations dans RepR(fAILS X ﬁQ’S) :

(O(m) ®p, 71) Or R~ @ O(wp1) @ wps.
weGalr(E(p1),R)

De plus, en considérant ©(m1) comme une représentation dans Rep%in(HQ’S), il existe

une bijection ¢ : Galr(E(p1), R) — Galg(E1, R) telle que :

O(m1) ®py p(w) £ = m1(O(wpr)).

Démonstration. En notant S = S®g R, il vient wﬁs QrR = wﬁsé. Le Théoréme B.13,

appliqué pour V = wﬁ g, assure alors que :

(Wf;,s)m ®R R~ @ (w{;,sﬁ)wm’
weGalg(E(p1),R)

Par définition des membres de gauche et de droite, cela donne le premier isomorphisme
de I’énoncé.

Ensuite, toute représentation Vi, ®p, .+ R pour w' € Galg(E1, R) est isomorphe &
une, et une seule, représentation (V ®g R)yp, pour w € Galg(F(p1), R). Cela définit
donc la bijection ¢.

Pour terminer, I'isomorphisme (©(71) ®p, 71) @&, o (w) R ~ ©(wp1) ®p wp; induit
I'isomorphisme recherché grace au fait que D} = D1 ®p, ,(w) @R ~ M, (R) et :

(@(71'1) ®D, 7T1) ®E1,<p(w) R =~ (6(7[-1) ®E1,(p(w) R
= (@(7['1) ®E1,go(w) R

) @y (M1 @, p(w) R)
) @py (ma(wpr)).
Proposition 5.6. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) le R[ITIZS] — Dy -bimodule O(71) est de longueur finie ;

b) toutes les représentations ©(wpy) sont de longueur finie ;

c) il existe wpy tel que O(wpy) soit de longueur finie.
Cela prouve que (01) < (01)).
Démonstration. 11 suffit de montrer que a) = b) et ¢) = a), 'implication b) = ¢) étant
évidente.

Pour la premieére implication a) = b), on remarque d’abord que si ©(m) est un

bimodule de longueur finie, alors ©(m;) ®p, 71 est une représentation de longueur finie

dans Rep R(ﬁ 1,5 X ﬁ27s). Ensuite, comme toute représentation irréductible de H 1,5 X FIZ S
est admissible d’aprés le Corollaire B.6, on déduit de 'exactitude de ’extension des
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scalaires & R et du Théoréme B.2 que la représentation (©(71) ®p, 1) ®p R est de
longueur finie dans Rep R(ﬁ 1,8 X E[Q’S). Le Lemme 5.5 permet de conclure que ©(wp1)
est de longueur finie pour tout wp;.

Pour la derniére implication ¢) = a), on utilise encore le Lemme 5.5. L’égalité
O(m1) @k, (w) B ~ m1(O(wp1)) est compatible a I'action de D1 @ g, () R ~ My, (R) &
droite, par conséquent, le bimodule ©(m1) ® g, () R est un R[ﬁé,s] — M, (R)-bimodule
de longueur finie & condition que ©(wp;) soit une représentation de longueur finie dans
RepR(ITIQVS). Cela implique que O () est un R[Hy g]—D;-bimodule de longueur finie. [

Proposition 5.7. On suppose que O(m) est un R[Hag] — Di-bimodule de longueur
finie, dont on note 6(m1) le co-socle. Quand O(m1) # 0, les assertions suivantes sont
équivalentes :

a) le R[ﬁQ,S] — Dy-bimodule 0(m1) est irréductible ;
b) toutes les représentations @(wp1) sont irréductibles ;
c) il existe wp; tel que O(wpy) soit irréductible.

Cela prouve que (O2) < (04) si (0)) est vraie pour m.

Démonstration. Comme précédemment, I'implication b) = ¢) est évidente.

Pour ce qui est de a) = b), on prouve la contraposée. On suppose donc qu'il existe
wpy telle que 6(wpy) ne soit pas irréductible. Alors il existe 75 et 75 deux représentations
irréductibles dans Repgn(ﬁg’s) telles que O(wp1) ®f (wp1) admette la représentation
(12 @ (wp1)) ® (15 ®f (wp1)) comme quotient.

D’une part, la représentation Res®(m ® 7 (wp1)) est mi-isotypique en tant que repré-
sentation de FILS. D’apres le Lemme B.11, il existe un R[ﬁgvg] — D1-bimodule o9 tel que
Res®(r2 ® p (wp1)) =~ 02 @p, Ta. De plus, elle est semi-simple en tant que représentation
dans Rep R(ﬁl,S X ﬁl,S)- Donc o9 est isotypique et on note mo un facteur irréductible
quelconque de o5. Il en va de méme pour 75 avec des notations similaires o/, et 75.

D’autre part, le Lemme 5.5 entraine que ©(wp1)®z(wp1) ~ (@(71‘1)®D17T1)®E1’<‘0(w)]%.
Par suite, on déduit de 'inclusion évidente de O (1) ®@p, 71 dans le membre de droite que
O(m1)®p, m1 admet comme quotient (Ta®p, 71)® (TH®p, 71 ). Le noyau de ce quotient est
de la forme oy ® p, 71 ot o est un sous- R[Hy 5] — D1-bimodule de O () d’aprés le Lemme
B.10. Par conséquent, ce quotient induit un quotient O(m) — mo & 7 de R[ﬁQ,S] — Ds-
bimodules dont le noyau est précisément of. D’ou () n’est pas irréductible.

Enfin, pour I'implication ¢) = a), on raisonne & nouveau par contraposée. On suppose
donc que 0(m) n’est pas irréductible. Il s’agit de montrer que pour tout wpi, la repré-
sentation 6(wp;) n'est pas irréductible. Or, ©(7;) ®p, ™1 a pour quotient O(m;) @p, 7.
Par conséquent, (©(71) ®p, m) ®r R a pour quotient (8(71) ®p, m1) @g R. Or la repré-
sentation (O(m1) ®p, m) @ g, p(w) R admet comme quotient (8(m) ®p, m1) @By p(w) T
et 0(m1) Qg p(w) R = m1(0(wpy)). D’ont O(wp1) n’est pas irréductible puisque 6(m;) ne
'est pas et 'exactitude de l'extension des scalaires donne que (1) @, u(w) R est au
moins de longueur 2m;. O
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Proposition 5.8. On suppose que O(m) et O(}) sont deur R[Hys] — D;-bimodules
de longueur finie dont les co-socles respectifs 0(m1) et 0(w)) sont irréductibles. On note
p1 et p) les représentations qui interviennent dans l'extension des scalaires & R de m
et ). On suppose que D1 = Endﬁlys(m) o~ Endfh,s (7). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) O(m) ~0(x}) en tant que R[Hy, s] — Dy-bimodules ;

b) pour tout wpy, il existe w'p} tel que O(wpr) ~ O(w'p}) ;

c) il existe wpy et w'p} tel que O(wpy) ~ O(wp}).
Cela prouve que (O3) < (0%) si (©)) et (©)) sont vraies pour m et 7.
Démonstration. L’implication b) = c¢) est toujours évidente.

En ce qui concerne a) = b), I'isomorphisme 0(71) ®p, ) B =~ m1(0(wp1)) est un
isomorphisme de R[ﬁzys] — (D1 ®E, p(w) R)-bimodules. Un isomorphisme similaire est
valable pour () et un certain 6(w’'p}). Si 6(m1) =~ 6(m}), alors O(wp1) ~ 0(w'p)) dans
Repp(Ha,s).

Pour la derniére implication ¢) = a), il existe d’apres le paragraphe précédent un
isomorphisme 6(m1) ® g, o) R = (7)) @, o () R puisque §(wp1) ~ 6(w’p}). Soit wy €
Galg(E(p1), R). Alors wo(0(m1) ®p, o) R) = 0(71) @5, p(wow) K- En particulier, cela
implique que O(wowp1) =~ O(wow’p1). 1l existe donc une bijection ¢ de Galg(E(p1), R)
telle que pour tout wg € Galg(E(p1), R), on ait 6(wop1) =~ 0(v(wo)p}). Ainsi, on a des
isomorphismes R[ﬁg’s] — (D1 ®g R)-bimodules :

9(7T1) RRr R~ @woé(m) ®E17g0(w0) R~ (9(7(’1) KRR R.

Par restriction des scalaires, Res®(6(m1) @z R) est un R[ﬁg’s] — D;-bimodule qui est a
la fois 6(m )-isotypique et (] )-isotypique. Donc 0(m) ~ 6(7}). O

En examinant les trois propositions précédentes 5.6-5.7-5.8, on obtient facilement le
résultat suivant.

Théoréme 5.9. On rappelle que R est un corps parfait dont on fize une cloture algé-
brigue R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
a) (©1)-(05)-(05) est vrai pour toute représentation irréductible dans Rep%en(ﬁl,s) ;
b) (©1)-(02)-(©3) est vrai pour toute représentation irréductible dans Rep%en(HLs).
Remarque 5.10. En particulier, cela signifie qu’il est suffisant de vérifier la validité des
énoncés de la correspondance théta locale pour les représentations a coeflicients dans un

corps algébriquement clos. Cela simplifie considérablement la situation considérée car
dans ce cas on a toujours Dy = Endg S(m) = R.

Un exemple. Soit p; € Irr%en(ffl,s). Soit K le corps des fractions de A, qui est le
corps de décomposition d’une famille de polynémes de C[X], donc un sous-corps de C.
Alors d’apres le Lemme B.4, il existe une unique représentation 1 (p1, K) € Rep&" (Hy,s)
irréductible telle que m ® g C contienne p;. Pour tout w € Galg(C) :

9(1[)/)1) = 0(7[-1) ®E1,t,0(wwo) Cx~ w(e(ﬂ-l) ®E‘1,<p(wo) (C) - w(e(pl))
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5.3 Compatibilités a la réduction pour les paires de type I

Soit (Hy, Hz) une paire duale de type I dans Sp(WW) avec F local non archimédien.
Soit £ un premier qui ne divise pas le pro-ordre de H;. Pour une extension algébrique k
du corps fini Fy, on note W (k) 'anneau des vecteurs de Witt et K le corps des fractions
de W (k). C’est un anneau local complet de caractéristique 0 d’idéal maximal (¢) et pour
lequel on note vy : W (k) — k la réduction modulo ¢. On note R quand on veut signifier
indistinctement un anneau parmi K, W (k) et k.

Soit p une mesure de Haar normalisée de H; a valeurs dans K. En particulier une
telle mesure p est a valeurs dans W (k) puisque ¢ est banal. On note t/(u) sa réduction
a valeurs dans k, qui est encore une mesure de Haar normalisée. Les algébres de Hecke
Hr (H1) et Hy ) (H1) sont alors associées a la méme mesure p; et algébre de Hecke
‘Hy.(Hy) associée a ty(p). On note génériquement Hp(Hp) ces algebres. Pour les choix de
mesures précédents, on a des morphismes d’algebres évidents :

HW(k)(Hl) — Hi(Hi) et Hw(k)(Hl) — Hp(Hy).

Centre de Bernstein. Le centre de la catégorie Repr(H;) s’identifie & la limite pro-
jective des centres des Hr(Hq, K1) ou K; parcourt les sous-groupes compacts ouverts
de H; et les applications de transitions sont pour K| C K; :

f € HR(Hl,Ki) — eKlfeKl S HR(Hl,K1) = eKlfHR(HhKi)eKl

ou ek, est I'idempotent associé & K. On écrira ainsi e = (e(K1))k, si e est un élément
du centre de Repr(H1), qu'on appelle aussi centre de Bernstein. En particulier 'unité
du centre de Bernstein est 1 = (ex, )k, . Ces définitions dépendent du choix de la mesure
de Haar sur H;.

Idempotents centraux et décomposition. Soit S un sous-ensemble de Irrp(H;).
On note Repy(H;) la sous-catégorie pleine de Repy(Hi) dont les objets ont tous leurs
sous-quotients irréductibles dans S. On dit qu'un sous-ensemble S de Irrp(H;) décom-
pose Reppr(Hi) si l'on a un produit de catégories :

Repp(Hy) = Repfi(Hy) x Repif (Hy).

Il existe alors un (unique) idempotent central eg dans le centre de Repr(H1) qui donne
la décomposition précédente i.e. de sorte que :

esRepp(Hy) = RepIS{(Hl) et (1 —eg)Reppr(H1) = Rep}S(Hl).

Réciproquement, tout idempotent central e du cetre de Bernstein induit une décom-
position de la catégorie Repr(H1). Par définition, une telle décomposition induit une
partition & deux éléments de Irrg(H;). On dit qu'un idempotent central e est primi-
tif si la catégorie eRepp(H1) est une catégorie indécomposable. Ceci est équivalent au
fait que e ne s’écrive pas comme somme de deux idempotents centraux. On dit qu’un
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sous-ensemble S non vide de Irrp(H;) définit un bloc dans Repr(H1) si S décompose
Repp(Hi) et s’il n’existe pas de sous-ensemble propre non vide de S qui décompose
Repr(H1). Enfin, 'idempotent central eg est primitif si et seulement si S définit un
bloc.

Représentations cuspidales. Soit II; € Repy (H;) une représentation cuspidale ab-
solument irréductible. Comme le centre de H; est compact, la représentation Iy est un
objet projectif et injectif de la catégorie Repy (H1). Le fait que II; soit projective et
injective se reformule en disant que {II;} décompose Repy (Hp). De plus, la catégorie
Repgl}(Hl) est semi-simple puisque toutes les représentations sont II;-isotypiques et
seule compte la multiplicité de II;. On note ey, I'idempotent central primitif associé.

On définit le foncteur de réduction modulo ¢ pour les représentations & coefficients
dans W (k) a l'aide de vy : W (k) — k et que l'on le note encore :

vV € Repyy iy (H1) = V/EV =V Q) k € Repy,(Hh).

Remarque 5.11. Ce foncteur n’est pas le foncteur usuel de réduction modulo £, plutot
noté 7y en général [Vigd6, I1.5.11.b]. On peut néanmoins obtenir r, pour les W(k)-
réseaux admissibles en composant t, avec la semi-simplification pour les représentations
dans Repy(H1). Cependant, le foncteur r, présente le désavantage de n’étre défini que
pour les représentations entieres et de supprimer toute information concernant les choix
de réseaux. Il faut faire attention car, si II; € Repg(H;) est entiére, on a ty(II;) = 0
alors que 7¢(II1) est une représentation semi-simple non nulle.

On suppose maintenant que H; admet des sous-groupes discrets co-compacts. Il en
existe quand, par exemple, F' est de caractéristique 0. D’apres [Dat05, Cor. 6.10], tout
W (k)-réseau stable de I1; se réduit modulo ¢ en une représentation cuspidale absolument
irréductible, qui est unique & isomorphisme pres. On la note 7. En d’autres termes, si
Pon considére IIy comme une représentation a coefficients dans W (k), cela signifie que
tous ses sous-quotients irréductibles sont isomorphes a 7. Comme le centre de Hy est
compact et ¢ est banal vis-a-vis de Hi, la représentation m; est un objet projectif et
injectif de la catégorie Rep(H1). De méme qu’au paragraphe précédent, le singleton
{m1} décompose Rep,(H1). On note e,, I'idempotent central primitif associé.

Compatibilité des décompositions. On souhaite montrer que ey, est dans le centre
de Repyy () (H1) au sens ot ey, (K1) est dans le centre de Hyy ) (Hi, K1) pour tout sous-
groupe ouvert Ky de Hi. Le morphisme d’algebres donné par la réduction modulo ¢ :

o Hyyy (Hy) — Hi(Hy)

induit un morphisme évident entre centres de Bersntein. On aimerait alors montrer que,
si H; admet des sous-groupes discrets co-compacts, ¢ envoie ey, (K1) sur e, (K;) pour
tout sous-groupe ouvert K; de H;. Par conséquent, en notant vy(em,) = (er, (K1))k,,
cela entrainerait 1’égalité :

v(err,) = en,.
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Lemme 5.12. On suppose que F' est de caractéristique résiduelle impaire. Alors pour
tout sous-groupe ouvert compact Ky de Hy :

€11, (Kl) S HW(k)(Hla Kl).

Démonstration. Soit TI}" Pensemble des vecteurs Kj-invariants de IT;. Alors TT}*" est un
Hi (Hy, K1)-module qui est soit irréductible, soit nul. Comme II; est admissible, on a
toujours que Hf{l est de dimension finie sur K. Soit B = (v;);er une base de Hfl sur K.

On note (v));es la base duale de B dans (I} ). La fonction :

e(Ky):g€ Hy — Zv;/(g_lvi) eK
el

est Ki-bi-invariante. Elle est a support compact puisque le centre de H; est compact
et que II; est cuspidale, donc ses coefficients sont & support compact. Cette fonction
appartient donc a Hx (Hy, K1). Elle ne dépend pas du choix de la base B et appartient
au centre de Hx (Hy, K1) d’apres [Vig96, 1.7.8 €)]. De plus, cette définition est compatible
aux applications de transitions. On en déduit que e = (e(K1))k, est un élément du centre
de Bernstein.

La représentation I1; est cuspidale. Comme le centre de H; est compact, son caractere
central se factorise par le caractére d’un groupe fini. Ce caractére central est donc a
valeurs dans W (k)*, ce qui entraine que la représentation II; est entiere. Ainsi la fonction
e(K1) définie précédemment est & valeurs dans W (k). Donc e appartient au centre de
Repyy (k) (H1)-

L’élément e du centre de Bernstein n’est pas forcément un idempotent, mais on décrit
maintenant comme le normaliser pour qu’il le soit. La représentation II; étant projective,
elle admet un degré formel. Par définition, le degré formel est un élément di, € K> qui
normalise e = (e(K1))x, de sorte que diy, e = (di,e(K1)) K, soit un idempotent central.
Tel que défini ici, le degré formel dépend du choix de la mesure normalisée p qui définit
le produit de convolution dans Hg(H;). Cependant, il définit une unique classe dans
K> /W (k)*. Par conséquent, s’il existe une mesure normalisée u telle que dr, € W (k)*,
alors le degré formel appartient & W (k)™ pour toute mesure normalisée. En particulier
on a ey, = d,e.

Le but est de prouver que ey, appartient au centre de Bernstein de Repyy ) (Hy).
Pour ce faire, il suffit de montrer que dr;, € W (k)™ puisque e appartient au centre de
Repyy (k) (H7). Comme la caractéristique résiduelle de F' n’est pas 2, toute représentation
irréductible cuspidale a un type cuspidal [KS20] sur une cloture algébrique de K. Comme
I1; est absolument irréductible, cela entraine I'existence d’un sous-groupe compact ouvert
J1 de Hj et d’une représentation absolument irréductible A\; € Repy(J1) tels que :

I ~ indil()\l).

Comme I1; est de plus projective, les degrés formels de II; et de A; sont égaux d’apres
[Vig96, 1.8.4]. Or, le degré formel de \; est celui d’une représentation d’un groupe fini Jj
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quotient de J;. Donc le cardinal Ji divise le pro-ordre de J;. On a alors [Vig96, 1.7.8.b)]
en prenant pour y la mesure normalisée sur Ji :

dy, = dimg (A1)

ou dimg (A1) divise le cardinal de J{ puisque £ est banal et A\; est absolument irréductible.
Donc dyj, = dimg (A1) € W(k)* puisque le cardinal de J| est inversible dans W (k). O

Lemme 5.13. On suppose que Hy admet des sous-groupes discrets co-compacts et que
la caractéristique résiduelle de F' est impaire. On a une décomposition induite par ey, :

Repyy () (H1) = em, Repyy ) (H1) x (1 — em, )Repyy () (H1).

De plus e, est un idempotent central primitif du centre de Bernstein de Repyy () (H1)
dont I’image par ¢ est ex,. On a enfin que {m1} décompose Repy (yy(H1) et :

e, Repyy () (H1) = Repi{ﬁ;) (Hi)
est un bloc de Repyy iy (H1).

Démonstration. On sait déja que I'idempotent central ey, appartient au centre de la
catégorie Repyy () (H1), ce qui induit la premiere décomposition de I'énoncé. Ensuite, le
morphisme d’algebres :

v Hyy (Hi) — Hi(Hr)

induit un morphisme entre centres de Bernstein via e = (e(K))x — ti(e) = (vyoe(K))g
ot la fonction vy o e(K) € Hy(Hy, K1) est 'image de e(K) € Hyyy)(Hi, K1) par la
réduction modulo ¢, que I'on note encore vy : W (k) — k.

Ensuite, soit L un réseau entier de IT;. Alors LY est un réseau naturel de IT et en
choisissant une base B = (v;);er du W (k)-module L%, la base duale de B est une base
du W (k)-module LY. Un rappel de la preuve précédente donne que la fonction :

e(Ki):9g€e Hi — Zv;/(gflvi) eK
iel

induit, & un facteur dr;, € W(k)* pres, un idempotent central dans Hyy g (Hi, K1).
Or vy(L) = m est une représentation cuspidale irréductible d’apres [Dat05, Cor. 6.10].
De plus L5 @y k ~ (L @y k) = (1)t car {1k, } décompose Repy(Hy) et
I'idempotent central associée €1, , de réduction vy(er Kl) = €y (1. )> est dans le centre de
Repyy (r) (H1)-

Comme to(LY @y () L) ~ 7y @ 71, on en déduit que :

15

Ty o e(Kl) g€ H — tg(Z’U;/(glvi)> = Zt@(v;/)(gfltg(vi)) ek

i€l i€l

ott ty(B) = (t¢(v;))ies est une base de (1)1, de base duale (t¢(v)));es dans (71)Y. Donc
c’est & un facteur prés I'idempotent central e, de Hy(H1, K1) associé a la représentation
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cuspidale projective mp. Or, si dr;, € W (k)* normalise e pour une certaine mesure
normalisée i, alors le facteur de normalisation de ty o e est dr, = ty(dm,) € k* pour la
mesure normalisée ty(u). Ainsi ty(err, ) = to(dm,e) = dryte(e) = eny .
Il est clair que egq, est un idempotent central primitif du centre de Repg (H1). Comme
I'inclusion d’algebres :
Hw k) (H1) = Hi(Hi)

induit une inclusion des centres de Bernstein, on en déduit que ey, , en tant qu’élément
du centre de Repyy(y)(H1), est primitif puisqu’il I'est dans le centre de Repy(Hy). [

Proposition 5.14. On suppose que Hy admet des sous-groupes discrets co-compacts et
que la caractéristique résiduelle de F est impaire. Soit V € RepW(k)(Hl). Alors pour
tout V' € Repyy () (H1) -

tlen, V) = ente(V).

Remarque 5.15. On insiste sur le fait que le foncteur ry n’est pas exact a gauche. En
effet, pour tout W (k)-réseau stable L; de Iy, on a vy(L;) = m ; alors que ty(II;) = 0.

Démonstration. On a ler,V = er, ((V) et le foncteur V — e, V est exact. Donc :
tg(enl V) = €11, V/feHIV = €H1tg(V).
Or, I'action naturelle de W (k) sur t,(V') se factorise par k puisque £(v;(V)) = 0. Ainsi :

€H1t€(v) = tf(el_h)(tf(v)) - emt@(v)'

O]

Réduction modulo ¢ de la représentation de Weil. On rappelle que (H, H2) est
une paire duale de type I dans un groupe symplectique Sp(W) sur un corps local non
archimédien F'. Soit k£ un corps parfait de caractéristique £ tel qu’il existe un caractére
additif non trivial de F'. Soit ¢ un caractere lisse non trivial de F' a valeurs dans W (k).
Alors v est en particulier a valeurs dans K, et il se réduit en un caractére non trivial
a valeurs dans k, encore noté ¥. On se permet cet abus de notation car le contexte est
toujours clair.

Soit X un lagrangien de W. On note V)]g le modele de la représentation métaplectique

a coeflicients dans R associé a ¥ et X, ou V)ZV *) st défini dans la Remarque 3.11. On
a des morphismes équivariants pour I’action du groupe d’Heisenberg :

VW o vE et v ® L vk

qui sont donnés par l'inclusion naturelle W (k) — K et le morphisme de réduction
ty: W(k) — k. Le modele de la représentation de Weil sur R associé a X est :

K
(wyryz: VX) € Repr(Spy, vy (W),

63



N - s , . R K
ou 'on considére ces représentations comme celles d’un méme groupe Spy, (W), confor-
mément aux compatibilités définies dans la Remarque 3.11. En particulier, les mor-

~K
phismes précédents sont Sp,, 1, (W)-équivariants :

W (k) K (k)
ww,v)‘?,(k) — “w,v;é et w VW) —» wzb’V},g.

~ ~ ~K
Enfin, on note Hy et Hj les images réciproques de Hy et Hy dans Spy, i, (W). Ainsi :

R ~ ~
ww’v)? € Repp(Hy x Ha).
Réduction de la correspondance théta classique dans le cas banal. On suppose
maintenant de plus que £ ne divise pas le pro-ordre de H;. Quand H; et Hs sont scindés
sur Hy et Hy, on a des équivalences de catégories :

Rep%en(ﬁl) ~ Repp(H1) et Rep%en(ﬁﬁ) ~ Repp(Hz2).

Ces catégories partagent donc les mémes propriétés au sens suivant : une représentation
dans RepR(ﬁl) est projective, respectivement injective ou cuspidale ou entiere, si et
seulement si son image dans Repp(H1) l'est. En outre, les centres de ces catégories sont
isomorphes. Quand les paires ne sont pas scindés, il faut remplacer partout H; par le
relevé ﬁl, puis Hs par ﬁg, mais la théorie reste la méme car la théorie des types, du
centre de Bernstein et le principe de Brauer Nesbitt se traitent identiquement.

Soit II; une représentation cuspidale absolument irréductible dans Rep%(en(ﬁl). En
considérant IT; comme une représentation a coefficients dans W (k), on note comme
précédemment 7 I'unique sous-quotient absolument irréductible de IIy. En particulier
71 est aussi une représentation cuspidale dans Repien(f[ 1). Un résultat bien connu du cas
complexe [MVWS87, Chap. 3, IV.4 Th. 1)a)] assure alors que la représentation ©(II;) est
irréductible quand elle est non nulle. Si de plus ©(II;) admet un W (k)-réseau L stable
par ffg, cette représentation est entiere. Le principe de Brauer-Nesbitt impose alors que
la semi-simplifiée de ty(L) est de longueur finie et ne dépend pas du choix de L.

Proposition 5.16. On suppose que Hy admet des sous-groupes discrets co-compacts et
que la caractéristique résiduelle de F' est impaire. On rappelle que £ est supposé banal vis-
a-vis de Hy. Alors la représentation ©(I1}) est entiére et les semi-simplifiées de to(©(I11))
et ©(m1) sont isomorphes. En particulier, la représentation O (1) est de longueur finie.

{1}

Démonstration. Comme la catégorie Repy, (f[ 1) est semi-simple, il vient :
K ~ K
gy, = emepr

Cette construction est compatible a l'action de ﬁg, donc cet isomorphisme est entre
représentations de Repy (Hy x Ha). Comme II; est absolument irréductible, en fixant un
plongement de K dans C, on a que II; ® g C est irréductible et :

O(Il; ®x C) ~ O(I1;) ®x C.
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Les énoncés (01)-(02)-(03) étant valides sur C, il vient que ©(II; ®x C) est soit nulle
soit irréductible. Donc cela implique que O(II;) est absolument irréductible quand elle

est non nulle. Cela montre que enlwg vr = O(h) @ IIy est irréductible.
WVx

En voyant enlwf; vk comme une représentation a coefficients dans W (k), le sous-
VX
module :

W (k S5
e, w (v)wk) € Repyy ) (H1 x H2)
»Vy

)

W (k)

W par I'idempotent central ery,, vu comme un élément du centre de
WX

est 'image de w

Bernstein de la catégorie Repw(k)(fl | X Hy). Or :

W (k)
YV ®

W (k)

)= €7r1t€(wwy;v<k)

(emw ) = 67r1waz,v)’§ = O(m) ®p 71

Pour conclure, il s’agit maintenant de montrer que enlwzv‘(/kv)v(k) € RepW(k)(ﬁ L x Hy)
VX
est un W (k)-réseau stable de la représentation irréductible :

emwﬁv;g ~ O(Il) ®k I; € RGPK(ﬁl X ff2)-

L’anneau W (k) est local, principal et complet ; la dimension sur K de la représentation
enlwf;vK est dénombrable car elle est de longueur finie. D’apres [Vig96, 1.9.2], tout
VX
sous-W (k)-module stable de enlwf vk qui ne contient pas de droite est W (k)-libre. Or
VX
wW‘(/kvz,(k) s’identifie a un espace de fonctions qui ne contient pas de droite. Comme eyy,
WVx

est un idempotent central, on a :

W(k)  _ W (k) W (k)
w¢7v)¥v(k) = 61‘[1"‘}11}7‘/;?/(@ ©(1—- €H1)w¢’VXW(k)-

Donc enleV‘(/’?V(k) ne contient pas de droites. C’est donc bien un W (k)-réseau stable de
WVx

la représentation e, w ce qui entraine que la représentation irréductible ©(II;) est

K
Y, VE?
entiere.

Par le principe de Brauer-Nesbitt les semi-simplifiées des réductions modulo ¢ de tout

W (k)-réseau stable de enlwg v sont égales. En d’autres termes, pour tous W (k)-réseaux
"V x

stables L1 de Iy et Lo,y de ©(Il;), les semi-simplifiées de :

W (k)

W) = O(m1) @k m1 et v (Loar) @wk) L1) = v(Ler)) @k T1

vy(em,w
RERTA G

sont isomorphes. On en déduit que les semi-simplifiées de t;(Le(r,)) et ©(m1) sont iso-

morphes. Comme la premiére est de longueur finie [Vig96, 11.5.11.a], cela est aussi vrai
pour O(7y). O

On peut améliorer ce résultat dans le cas banal avec une condition sur O(II;).

65



Théoréme 5.17. On suppose que Hy admet des sous-groupes discrets co-compacts et
que la caractéristique résiduelle de F est impaire. On suppose que £ est banal vis-a-vis de
H, et que O(I1;) est une représentation cuspidale absolument irréductible. Alors O(my)
est une représentation cuspidale absolument irréductible.

Démonstration. D’apres [Dat05, Cor. 6.10], la réduction modulo ¢ de tout W (k)-réseau
stable de ©(II;) est absolument irréductible et cuspidale. Donc la semi-simplifiée de
to(©(II1)) est une représentation cuspidale absolument irréductible, qui n’est autre que
ty(O(71)) elleeméme par irréductibilité. Par conséquent la Proposition 5.16 précédente
entraine que t;(O(Il;)) ~ ©(m), d’ou le résultat pour O(my). O

Remarque 5.18. Dans les résultats précédents, on peut remplacer K par n’importe
quelle extension algébrique finie totalement ramifiée L de K et W (k) par anneau des
entiers Oy, de K. En effet, en choisissant une uniformisante wy, de Op, anneau Of, de
L est encore principal, local et complet. De plus, on peut vérifier que [Dat05, Cor. 6.10]
est toujours valable dans ce cadre.

Remarque 5.19. La difficulté principale quand on veut appliquer des arguments de
réduction semble provenir du fait que ’on a besoin d’une description précise du plus
grand quotient II;-isotypique :

wﬁV}f —» (wﬁvf({)nl.
Dans la présente section, cela a été traduit en termes d’action d’un élément er, du centre
de Bernstein qui donne de bonnes compatibilités a la réduction. En toute généralité, pour
espérer appliquer des arguments de réduction — i.e. pour passer de K a k — a la corres-
pondance théta, il parait inévitable de devoir décrire plus explicitement la formation de
ces II;-coinvariants. Plusieurs problemes ouverts en ce sens sont les suivants. Comment
traiter les cas ou 'on relache les conditions et ou :

e [ est un corps parfait de caractéristique £ 7 Les preuves précédentes restent valables
a condition de savoir que la correspondance théta est valide sur tout corps de
caractéristique 0. Grace a la Section 5.2 néanmoins, ce résultat était déja connu
sur tout corps isomorphe a un sous-corps de C. Bien évidemment, quand k est une
extension algébrique de Iy, le corps K est isomorphe & un sous-corps de C.

e H; n’admet pas de sous-groupes discrets co-compacts ? Le résultat que ’on utilise
de maniere clé [Dat05, Cor. 6.10] repose sur ce point. La construction que l'on a
présentée semble alors échouer. En effet, on ne sait méme pas en général si toute
représentation irréductible a coefficients dans k intervient comme sous-quotient
de la réduction modulo ¢ d’un réseau stable d’une représentation irréductible a
coefficients dans K, ce qui est précisément 1’énoncé [Dat05, Lem. 6.8 i)].

e ( n’est pas banal vis-a-vis de H; ? Toujours dans [Dat05, Cor. 6.10], I'hypothese
de banalité est capitale. Néanmoins, on peut considérer une classe plus fine de
représentations méme si £ n’est pas banal, a savoir celles dont la réduction modulo
£ de tout réseau reste irréductible et projective. On peut également étudier les
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idempotents centraux primitifs ey, qui ont « bonne réduction » modulo ¢ i.e. ceux
a coefficients entiers dont la réduction est un idempotent central v;(er, ) non nul.

e [ est de caractéristique résiduelle 2 7 Cette hypothese est nécessaire pour calculer
le degré formel & I’aide d’un argument de théorie des types [KS20] et montrer que
les formules qui donnent I'idempotent central ey, sont a coefficients entiers et se
réduisent bien modulo £. Une étude plus poussée de la caractéristique résiduelle 2
pourrait fonctionner puisque [Dat05, Cor. 6.10] est encore valable.

e II; n’est pas cuspidale? La stratégie présentée parait échouer car elle repose de
maniere cruciale sur le fait que H; est a centre compact, et que les représentations
irréductibles cuspidales sont alors projectives. Or cela est manifestement faux si
I’on considére un Levi de Hy puisque des facteurs de type GL interviennent.

Remarque 5.20. Dans la preuve de la Proposition 5.16, on invoque le principe de
Brauer-Nesbitt pour montrer ’égalité entre semi-simplifiées de la réduction de deux

réseaux. Peut-on décrire plus explicitement le réseau enlww ‘(/V%,(k) ? Par exemple, si 'on
X
prouvait que le W (k)-réseau stable :

W (k S 5
emw, ‘(/v)wk) € Repyy ) (H1 x H3)
"X

était de la forme Lo,y ®w ) L1, avec Ly un W (k)-réseau stable de II; et Lg(,) un
W (k)-réseau stable de O(II;), on aurait une égalité plus précise, a savoir :

v (Le)) = O(m).

A Contributions a la correspondance théta locale classique

On donne un résumé succinct des contributions qui ont permis de prouver le Théo-
reme 0.1, dont la résolution compléte a nécessité pres de 40 ans.

C’est R. Howe [How79] qui a d’abord conjecturé le Théoreme 0.1 sous la forme
que l'on présente, en introduisant de maniére systématique la notion de paires duales
réductives et en développant les travaux de A. Weil [Wei64]. Quand, par le passé, ce
théoreme n’était pas encore démontré, il portait le nom de conjecture de dualité locale
de Howe. Cette conjecture de dualité était connue au moins pour les représentations non
ramifiées [How79, 7-10]. Un premier succes significatif en direction d’une résolution plus
générale est attribué a R. Howe lui-méme [MVW87, Chap. 5] et provient d’une conférence
qu’il a donnée en 1984 : il prouve & cette occasion que, quand la paire duale (Hy, Hs) est
de type I non ramifiée et que la caractéristique résiduelle p de F' est différente de 2, le
Théoreme 0.1 est vrai. Cette preuve met en jeu un modele explicite de la représentation
de Weil, le modele latticiel, ce qui explique la restriction p # 2 apparaissant sur la
caractéristique résiduelle.

En s’inspirant des idées de R. Howe sur la théorie invariante, S. Rallis a prouvé que
pour toute paire duale (Hj, Hy) symplectique-orthogonale avec F' de caractéristique 0
et satisfaisant aux conditions de [Ral84, Cor. to Th. I1.4.1], le Théoréme 0.1 était valide
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pour toutes représentations unitaires irréductibles m; et 7}. L’argument crucial de cette
preuve repose sur l'utilisation de la méthode dite de doubling, qui permet de ramener
[Ral84, Prop. I1.3.1] les problémes & la compréhension des coinvariants, pour une certaine
paire duale (Hi, H5) dans Sp(W) avec W = W + (=W), de la représentation de Weil
associée a 1) dans Repc(Mp(W)).

Dans le prolongement de ces avancées, S. Kudla [Kud86] a donné dans le cas des paires
symplectiques-orthogonales une preuve partielle du point a) du Théoréme 0.1. Quand la
représentation 7 est (super)cuspidale et la caractéristique de F' est 0, il prouve le résul-
tat plus fort suivant : la représentation ©(my) est irréductible ou nulle. Ses arguments
reposent sur l'utilisation d’un autre modele explicite de la représentation de Weil : le
modele de Schrodinger mixte. Il s’inspire aussi du travail de Rallis en introduisant des
méthodes récurrentes [Kud86, 5] pour le calcul des foncteurs de Jacquet de la représen-
tation de Weil, qui donne acces au support cuspidal des quotients irréductibles de (1)
pour toute représentation m; irréductible.

Le livre [MVWS8T7] est issu d’un séminaire, qui s’est tenu en 1985 et 1986, et qui était
consacré aux représentations métaplectiques sur un corps p-adique. Il y est fait état
des travaux de R. Howe, S. Rallis, S. S. Kudla, ainsi que R. Rao [RR93]2 et P. Perrin
[Per81] sur les cocycles métaplectiques. Plus qu’un simple exposé de ces travaux, les
auteurs généralisent les méthodes employées en éliminant au maximum les restrictions
sur la caractéristique de F' ou sur la paire considérée. Par exemple ils généralisent, en
suivant des intuitions attribuées a J.-L. Waldspurger [MVW87, Chap.3, IV.1], la méthode
de doubling, ’irréductibilité pour les représentations cuspidales et le calcul du support
cuspidal indépendamment de la caractéristique de F' ou de la paire duale de type I
considérées. Ce travail de mise en forme et de « polissage » [MV W87, Intro| de la théorie
apporte également des contributions radicalement nouvelles. En effet, les résultats de
[MVWS8T7, Chap. 4, II.1] pour les groupes classiques non quaternioniques, maintenant
connus sous le nom d’involution de MVW, présentent un intérét plus large pour I’étude
des représentations des groupes p-adiques.

Quand p # 2, il existe une preuve du Théoréeme 0.1 qui généralise a toute paire duale
de type I la preuve pour les paires duales de type I non ramifiées. L’idée de départ,
plutét simple, trouve son origine chez R. Howe. Cependant, sa réalisation concrete a
nécessité la traduction technique relativement complexe de J.-L. Waldspurger [Wal90].
Dans ce travail, I'auteur appelle de ses voeux a la mise au point d’'une « démonstration
plus claire et moins technique ». On signale par ailleurs dans le méme ouvrage une preuve
alternative de R. Howe pour les paires non ramifiées, avec toujours la restriction p # 2.

Depuis les années 80 cependant, le Théoreme 0.1 était réputé vrai pour les paires
duales de type II d’aprés des arguments de R. Howe — qui sont restés longtemps non
publiés mais aujourd’hui retranscrits dans [Min06, Ann. A]. Plus récemment par ailleurs,
une nouvelle preuve de ce résultat a été élaborée par A. Minguez [Min08] et repose sur
des idées inédites jusqu’alors. L’espoir fécond de traduire les idées de A. Minguez pour les
paires duales de type I a été réalisé par W. T. Gan et S. Takeda [GT16]. Ils démontrent

2. Ce travail a donné lieu a une publication tardive et existait bel et bien comme prépublication a
I’époque de ce séminaire. Il est concomitant bien qu’indépendant a celui de P. Perrin.
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le Théoreme 0.1 pour toute paire duale de type I non quaternionique, avec le double
avantage de n’avoir aucune restriction sur p et de présenter une preuve beaucoup plus
simple que celles jusqu’alors. La restriction sur la paire duale de type I considérée repose
sur 'utilisation de l'involution de MVW évoquée pus haut. Néanmoins, il existe une
identité similaire pour les paires duales de type I quaternionique [SZ15], qui a permis
a W. T. Gan et B. Y. Sun [GS17] de prouver le Théoreme 0.1 dans le cas restant. Les
deux arguments [GT16] et [GS17] font une utilisation extensive des filtrations de Rallis
et Kudla, déja généralisées a toute paire duale de type I dans [MVW87, Chap. 3, IV].

B Représentations d’un produit de groupes

Dans toute cette partie, R sera un corps. Soient G; et GGo deux groupes localement
profinis. Pour des représentations (71, V1) € Repr(G1) et (72, V2) € Repr(G1), on pose
Dy = Endg, (m1) et Dy = Endg,(m2). La représentation (71, V1) est un Dj-module &
gauche. Cette structure de module commute a la structure de R[H;]-module a gauche,
c’est-a-dire (m, V1) est un (D1, R[H;])-bimodule & gauche. Il en va de méme pour (w2, V2)
qui est un (D9, R[Hs])-bimodule a gauche.

B.1 Produit tensoriel et extension des scalaires

On suppose que les représentations (71, Vi) et (mg, V) sont irréductibles. En parti-
culier, D1 et Do sont des corps par le lemme de Schur.

Produit tensoriel. On applique [Boul2, A VIII.210, Th. 2] pour obtenir :

Lemme B.1. Soient V = V) g Vo € Repr(G1 X Ga) et D = Endg, xa, (Vi ®r Va2).
Alors on a :
D ~ Endg, (m) ®g Endg, (72).

De plus, l’ensemble V des sous-représentations de V' est en bijection avec l’ensemble D
des sous-D-modules d droite de D, grace a l'application suivante qui est compatible a la

relation d’inclusion :
D —- V

D — DV

Extension des scalaires dans les corps parfaits. On rappelle la définition de
Paction d’un élément de Galois sur une représentation donnée. Soient R’ une extension
algébrique de R et w : R — R’ un automorphisme de R-algébres. En particulier, la
restriction de w & R est l'identité. Pour toute représentation (p1,V]) € Repy(G1), en
choisissant une R’-base (e;); de V{, on définit (wp1,Vy) € Repr(G1) par :

[wp1(g1)]i; = w([p1(g1)]ij) oud,j € I et g1 € G1.

Cette construction ne dépend pas du choix de la base (e;); au sens ot la classe d’isomor-
phisme de telles représentations (wp1, V) est bien définie [Vig96, Chap. II, 4.1.a]. Par
conséquent, cela a du sens de parler de wp; sans mentionner de choix de base.
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Grace au Lemme B.1 précédent, on va généraliser [Vigd6, Chap. II, 4.4]. On fixe
désormais une cloture algébrique R de R et on rappelle quelques notions développées
dans [Vig96, Chap. 11, 4].

Le corps de rationalité E(p;) d’'une représentation p; dans Repz(G1) est défini comme
le corps des invariants de R sous l'action de H(p1) = {w € Galgr(R) | wp1 ~ p1} :

E(p1) = (R)T).

En particulier, I'action du groupe de Galois GalR(R) sur les classes d’isomorphismes

définies par p; se factorise par 'action du groupe Galgr(FE(p1), R), qui est défini comme
'ensemble des plongements R-linéaires de E(p;) dans R.

Un sous-corps F de R est un corps de définition E pour p; s’il existe une représen-
tation 71 € Repp(G1) telle que 71 ®p R ~ p1- On dit alors que p; est réalisable sur
E. Quand le corps R est parfait, 'extension algébrique R/R est galoisienne, et on sait
[Vig96, Chap. II, 4.1.c] qu'un corps de définition de p; contient toujours son corps de
rationalité E(p1). La réciproque n’est pas vraie en toute généralité et échoue déja pour

les groupes finis.

Théoreme B.2. On suppose que R est un corps parfait et que m est admissible. On
adopte les notations suivantes :

e F est le centre de Dy avec ny = [E; : R];
e my est le degré de cette algebre a division Dy sur son centre E ;
e Galg(Fy, R) est U'ensemble des plongements R-linéaires de Ey dans R.

Alors pour tout facteur irréductible p1 € Repp(Gh) de ®gR, il existe w; € Galg(Ey, R)
tel que E(p1) = wy(Eh). Le choix d’un tel py et wy induit un isomorphisme de représen-
tations dans Repg(G1) -

™ ®RR2m1 @ wp1>.
weGalg(E(p1),R)

Pour terminer, en considérant my comme une représentation dans Repp, (G1) via laction
du centre Ey de son anneau des endomorphismes Dy, le plongement ww, : Ey — R pour
w € Galr(E(p1), R) induit un isomorphisme de représentations dans Reps(Gh) :

™ QR R~ ml(wpl).

Démonstration. On va montrer qu’il existe une extension finie R’ de R dans R pour
laquelle ce résultat est déja vrai. Le but est de prouver que la représentation m ®p R’
est somme de représentations absolument irréductibles qui ont méme multiplicité et
s’obtiennent comme des conjuguées 'une de 'autre. Tout d’abord, D; est une algebre a
division de centre E1, qui est de dimension finie sur E; car 7 est admissible. Il existe
donc une extension (séparable) E| de E; de degré m; telle que D1 ®p, Ff ~ M,(E}).
En prenant la cloture galoisienne R’ de toute image de Ej dans R, on peut voir R’
comme une représentation irréductible du groupe Go = Z muni de la topologie discrete.
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En effet, grace au théoréme de ’élément primitif, il existe S € R’ non nul de polynome
minimal P tel que R' = R[] ~ R[X]|/(P(X)). La représentation (w2, R') € Repp(Z)
définie par mo(1) = 8 € GLR(R') est bien irréductible.

D’apres le Lemme B.1, les sous-représentations de m @ g mo = m1 @ g R’ correspondent
aux sous-D-modules & droite sur D = Endg, (1) ®g R'. Or :

D~ [ Mm(R).
1<k<n;y

D’apres [Vig96, Chap. I1, 4.2], la représentation m @ g R est semi-simple. Etant donné que
D = Endg, (m1 ®r R') d’aprés le Lemme B.1, il existe des représentations irréductibles
(1) dans Repr/(G1) qui sont deux a deux non isomorphes et telles que :

7T1®RR/2 @ (mlTk).
1<k<ni

De plus Endg, (7%) = R/, donc chaque représentation 75 est absolument irréductible. Par
conséquent pp = 7, @ R est irréductible. Ainsi 7 @ R = m1(B1<p<n, Pk)-

Il reste & montrer que Galg(E1, R) agit simplement transitivement sur les n; classes
d’isomorphismes définies par la famille (p;). Tout d’abord Galg(Ey, R) = Galg(E1, R')
est de cardinal nj puisque R est parfait. Donc on peut considérer de maniere équivalente,
au lieu de R et (pg), le corps R’ et la famille (). Pour chaque w € Galg(E1, R'), on
va expliciter le facteur M,,, (R') correspondant dans la décomposition de D. Le centre
de D est F1 ®g R'. En utilisant le théoréme de I’élément primitif, il existe un polyndéme
unitaire @ € R[X] de degré n; et une racine a € E; de celui-ci tels qu’on ait :

Ey = Rlo] = RIX]/(Q(X))

De plus, le polyndme @ est scindé & racines simples dans R'[X] car 'extension R’ de R
est galoisienne et contient une racine de Q.
Ainsi on a un isomorphisme d’anneaux :

Ey®r R ~ 11 R'[X]/(X —w(a))
weGalp(E1,R')

auquel est associé une unique décomposition » -, cqai, (g, r) €w = 1E@pr de I'unité en
somme d’idempotents, ici notée (e ). Pour w € Galg(E; R) I'idempotent e, vérifie :

ew(@®@p 1l — 1p Qg w(a)) = 0.

Avec ces notations e,, est un idempotent central de D, et on obtient explicitement 1’iso-
morphisme :
D = 11 ewD~ ] Mm,(R)
weCGalg(F1,R’) 1<k<n;
ou le dernier isomorphisme dépend du choix d’une base.
Enfin, action de Galp(R') laisse invariante la représentation m ®pg R au sens ol
pour tout w € Galg(R'), on a w(m ®r R') ~ m ®g R'. Par conséquent, il existe un
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indice k tel que wr =~ 7. Par définition du corps de rationalité, wr; ~ 71 si et seulement
si w|g(r,) = Idg(s). Et Uorbite de 71 est de cardinal |Galg(E(11), R')|.

On va montrer qu’il existe w; € Galr(E1, R') tel que E(71) = w1 (E1), de sorte qu’on
aura que le cardinal de 'orbite de 7 est nq. Or :

ew(m Qr R) ~m @5, R

oll 71 est considérée & droite comme une représentation dans Repg, (G1) et le produit
tensoriel est pris pour w : B} — R’ avec w € Galg(E1, R'). Les sous-représentations de
ew(m ®g R') étant en bijection avec les sous-e,, D-modules & droite de e,,D ~ M, (R'),
on en déduit que m ®p, R’ est isotypique. Donc il existe wy € Galg(E1, R') tel que
ew, (M1 ®r R') ~ mimy ~ m ®p, R'. Ainsi E(mi7) = E(n1) = E(m ®g, R'). Comme
E(m ®g, R') € wi(F1), on a une premiere inclusion. Pour 'inclusion réciproque,
I'image par w € Galg(R') de ey, (m1 ®g R') est isomorphe & ey, (71 ®r R’). De plus,
{ww; | Galgr(R')} = Galr(E1, R'), donc laction est transitive puisque tout mq7y est ob-
tenu comme un ey, (M@ R'). Ainsi pour tout w € Galg(R’) tel que wly, (g,) 7 Idy, (£,
on a wry % 1 d.e. wi(Ey) C E(m). Donc wy(Ey) = E(11) et Porbite de 71 sous I’action
de Galg(E(71), R) est de cardinal n i.e. est la famille (73). O

Remarque B.3. Bien que cela ne soit pas rendu explicite ici, il est possible de décrire le
comportement de I’extension des scalaires quand R n’est pas parfait. Cela fait apparaitre
des extensions non triviales entre d’une représentation irréductible par elle-méme. On a
toujours une décomposition du type m ®p R = > w1 ®@p, R ou la somme porte sur les
plongements Galg(E1, R). En revanche, I'anneau E; @ R n’est plus nécessairement un
produit de corps car il n’est pas réduit si E1/R n’est pas séparable. Le Lemme B.1 étant
encore valable, la décomposition sera donnée par les sous-D; @ R-modules & droite de
D ® R R ou :
D1 ®pg R~ Mm1 (El & R)

1 0
est irréductible. On a Dy ~ Fy(v/t). Mais pour I'extension algébrique R’ = Fa(+/1), on
obtient D; ® R’ ~ R'[¢] ot €2 = 0. Or R'[¢] posséde trois idéaux (0) C (¢) C (1), donc
la représentation m ® g R est de longueur 2 et n’est pas semi-simple. Sa semi-simplifiée
est2youx:1€Z—VteR.

Par exemple si R = Fy(t), la représentation (1, R?) € Repg(Z) avec 71(1) = [ 0 ¢ ]

Lemme B.4. On suppose que R est un corps parfait. Soit p1 € Repp(G1) une repré-
sentation irréductible admissible réalisable sur une extension finie de R. Il existe alors
une représentation irréductible admissible m1 € Repr(G1) unique d isomorphisme prés
telle que ™ ®pr R contienne p1 comme sous-quotient. On la note m1(p1, R). De plus, si
E un corps de définition de p1 de degré minimal tel que 75 @ R = p1, on a en notant
Res® la restriction des scalaires & R :

m1(p1, R) ~ Res®(7g).
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Démonstration. On commence tout d’abord par 'unicité. Pour tout m € Reppr(Gi)
irréductible, la représentation ResR(m RR }_?,) est mi-isotypique. Ainsi, pour tout sous-
quotient W de 7 ®r R, la représentation ResR(W) est mi-isotypique. C’est en particulier
vrai si le sous-quotient en question est p;. Comme ResR(pl) est isotypique, cela entraine
I'unicité d’une telle représentation w1 quand elle existe.

On réalise ensuite p; sur une extension finie E de R avec Tp® gR = p1- L est clair que
T est admissible puisque p; l'est. Cela entraine que ResR(TE) est admissible. Comme
Res?(75) est de type fini, elle admet un quotient irréductible 7 4.e. un morphisme non
nul f : Resf(7g) — m1. Soit ¢ : R[G1] — E[G1] V'inclusion évidente. Le foncteur d’oubli
Repg(G1) — Repr(G1) admet un adjoint a droite qui est Hompgg,(E[G1], —). Donc il
correspond f par adjonction un morphisme non nul f’: 75 — Hompg,(E[G1], 71) donce
f" est injective. Ainsi, Res®(7g) est une sous-représentation de :

RGSR(HomR[Gl](E[Gl},Wl)) = @ 1.
[E:R]

Donc ResR(TE) est mi-isotypique de multiplicité finie. On en déduit que 7 est admissible
puisque RGSR(TE) I’est et que le foncteur des invariants pour les sous-groupes compacts
est exact & gauche. Donc m = m1(p1, R) existe et est admissible.

Il reste enfin & montrer Passertion m(p1, R) ~ Res®(7g) si 'extension E/R est
de degré minimal. On note simplement m pour abréger mi(p1, R). On a déja mon-
tré au paragraphe précédent que Res™(7g) est m-isotypique de longueur finie. 11 suffit
par conséquent de montrer qu’elle est irréductible. On peut appliquer le Théoréme B.2
précédent qui assure qu’il existe un sous-corps E{ de E isomorphe au centre E; de
Dy = Endg, (m1(p1, R)) tel que E/E] soit de degré my. On tire enfin des égalités :

m™ ®p, E~mTE et ReSR(m QR E) = ®[E:E£]W1 = mim
que mlReSR(TE) ~ mym t.e. ResR(TE) ~ . O

Remarque B.5. Conformément a la Remarque B.3, on peut développer ce résultat
quand R n’est pas parfait. Il n’y a besoin d’aucune modification a priori, excepté qu’au
lieu des facteurs mq7g il faut considérer un facteur A, de longueur my, qui peut contenir
des extensions non triviales de 75 par elle-méme. En revanche, il est tout a fait possible
que A;, ~ m ®pg, E ne soit pas semi-simple alors que ResR(ATE) I’est toujours.

Corollaire B.6. Soit G un groupe réductif (connexe) sur un corps local non archimédien.
On suppose que R est un corps parfait et que G contient un sous-groupe compact ouvert
de pro-ordre inversible dans R. Alors toute représentation irréductible dans Repr(G) est
admissible.

Démonstration. On applique le Lemme B.4 précédent. D’une part, toute représentation
irréductible p; dans Repg(G) est admissible. Ce fait bien connu [Vig96, Chap. II, 2.8]
provient de ce que cela est vrai pour les représentations cuspidales. D’autre part, toute
représentation irréductible p; dans Repg(G) peut se réaliser sur une extension finie de
R d’apres [Vig96, Chap. II, 4.7].
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Si le groupe réductif en question n’est pas connexe, on sait qu’il admet un quotient
fini par sa partie connexe. On peut résonner de maniere similaire sur les représentations
cuspidales de ses sous-groupes de Levi. ]

Remarque B.7. Toujours dans le méme esprit que les remarques précédentes, ce résul-
tat semble aussi valable quand R n’est pas parfait.

B.2 Plus grand quotient 7-isotypique

On suppose dans cette section qu’il existe un sous-groupe compact ouvert de G x G
de pro-ordre inversible dans R, ce qui assure ’existence d’une mesure de Haar sur G x G
a valeurs dans R. En particulier, il existe des mesures de Haar sur GG; et G9 a valeurs
dans R. Le théoréme suivant généralise les résultats de [Fla79] pour les représentations
a coefficient complexes R = C, dont [Vig01, Th. A.4] est déja une généralisation au cas
R algébriquement clos.

Théoréme B.8. On suppose que R est un corps parfait.

a) Sim € Repr(Gi) et ma € Repr(Ga) sont deux représentations irréductibles ad-
missibles, alors m1 @r M2 € Repr(G1 X Ga) est une représentation semi-simple
admissible.

b) Si m est une représentation irréductible admissible dans Repr(G1 x Ga2), alors il
existe des représentations irréductibles admissibles m de G et o de Go telles que
m soit un quotient de m1 Qg mwo. De plus, w1 et wo sont uniques a isomorphisme pres
c’est-a-dire w détermine ces classes d’isomorphisme.

Démonstration. a) Grace au Lemme B.1, il suffit de prouver que la R-algébre suivante
D = Endg, (m) @ Endg, (72) est semi-simple. Comme elle est de dimension finie sur R
par admissibilité, il suffit de prouver que son centre est réduit. Or, son centre est F/4 Qg Fo
en notant F et Fy respectivement les centres de ces algebres d’endomorphismes. Comme
R est parfait, ces extensions finies F; et Fs sont séparables, ce qui assure que le centre
est réduit.

b) Pour le deuxiéme point, soit W € Repr(G1 x G2) une représentation irréduc-
tible admissible. Soit K = Kj x K3, ou K; est un sous-groupe compact ouvert de G;
de pro-ordre inversible dans R et tel que WX = 0. L’espace WX est de dimension
finie, et irréductible en tant que Hr(G; x Go, K)-module, ce qui permet d’appliquer
les résultats de [Boul2, A VIII.208]. Il existe donc un couple, unique & isomorphisme
pres, de Hr(G;, K;)-modules simples WZ-K" et un morphisme non nul (donc surjectif .. .)
arg : W1K1 R W2K2 — WX de Hr(G1 x G, K)-modules de sorte que W soit un quo-
tient W' @ W3*2. De méme pour tout sous-groupe ouvert K’ = K/ x K} inclus dans

. . K! ’
K, on peut construire un morphisme ags : W; ' ®p I/VQK2 — WX pour deux modules

. ! K/, : .
simples WlK ' et W, 2. Il existe alors un morphisme :

K! K/
bz(K7 K/) € End'HR(Gl,Kﬂ@HR(GQ,KQ)(Wlf(l ® W2[(27 WI ! ® W2 2)
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tel que le diagramme suivant commute :

177448 aK WlKl ® W2Kz

incl. \LbK,K’
!

ager K’ K
B e

Wk
De plus, les morphismes bx i’ peuvent étre choisis de sorte que les sous-groupes compacts

ouverts précédents K, K’ forment un systéme inductif. Alors W est un quotient de la
représentation W7 @ g Ws ou :

W; = liLnWiKi € Repp(G;) est irréductible admissible.

K
La classe de W; est déterminée par celle de W. En effet, deux représentations W et W’
sont isomorphes si et seulement si pour tout compact ouvert K de pro-ordre inversible
WHE ~ (WK, La restriction de W & G; est donc Wi-isotypique car WiKi est unique a
isomorphisme d’aprés [Boul2, A VIII.208]. O

On peut donner une condition un peu plus fine pour qu’'un produit tensoriel de
représentations irréductibles soit irréductible.

Lemme B.9. On suppose que les représentations w1 et wo sont irréductibles et qu’il existe
un morphisme non nul de R-algébres Dy — Dfp. Alors m ®p, T2 € Repr(G1 x G2) est
une représentation irréductible.

Démonstration. Soit v = Y vt ®p, v} € T ®p, M. Comme Dy = Endg,(m2) est un
corps, on peut choisir une famille finie v% de sorte que celle-ci soit libre sur Dy et qu'on
ait v =Y v} ®p, v4 avec vi # 0. On va montrer que Vi ®p, v3 est contenu dans la sous-
représentation engendrée par v, ce qui suffit pour prouver que v engendre 7 ®p, m.
Pour ce faire, on choisit un élément fo € R[G2] de sorte que :

@(fg)vgz{ 01 sii#£1

vy sii=1

Un tel élément existe toujours. En effet, on note A l'image de R[G2] — Endpg(m2).
Alors A est contenue dans Endpydg, (r,) (72) = Endcomm(a)(m2) = comm(comm(4)) ou
« comm » désigne le commutant d’une algebre dans Endg(m2). On considere le sous-
espace vectoriel Wo de 7y engendré par les vi. L’application que I'on veut interpoler
est la projection sur vd parallélement aux autres vé. En particulier, il existe un élément
b € Endp,(m2) = comm(comm(A)) dont la restriction b|y, a Wa réalise cette projection.
Comme la famille v} est finie, le Théoréme de Densité [Vig96, Chap. I, B.6] assure qu’il
existe a € A tel que alw, = blw,. D’ou I'existence de fo. On en déduit donc que V3 ®p, v}
est contenu dans la sous-représentation engendrée par v. O
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Les deux lemmes suivants généralisent [MVW87, Chap. 2, Lem. I111.3 & Lem. IIL.4].
Les modifications apportées aux preuves sont mineures, mais on les reprend en détail
pour insister sur ces légers changements.

Lemme B.10. Soit (71,V1) € Repr(G1) une représentation irréductible et admissible.
Soit (m2,V2) € Repr(Ga). On suppose que Va est munie d’une structure de module d
droite sur D1 compatible a laction de Ga, cela signifie qu’on se donne un morphisme
non nul :

D1 — Dgp.

Alors, pour toute sous-représentation V € Repr(G1 x G2) dans Vo @p, Vi, il existe une
sous-représentation Vo de Vi, munie d’une structure de Dy-module d droite, telle que

V =V ®p, Vi dans Repr(G1 X G3).

Démonstration. Posons Vy = {vg € Vo | V1 € Vi,v3®@v1 € V'}. Cet espace est stable par
Gs et par laction a droite de Dj. La représentation Vj ® V; est une sous-représentation
de V. On va montrer que V est contenu dans V5 ® V;. Soit v € V. On emploie le
méme argument que celui de la preuve du Lemme B.9. On le rappelle en raccourci. Par
définition, il existe une famille finie (v}) libre sur le corps D; telle que v = >, v @ v} et
v # 0. On peut alors trouver un élément dans fi € R[G1] tel que :

m(ff)v{z{ i

vl sij=i
Ainsi, v € V4 pour tout i, donc v =Y vi ®vi € VJ ®@ V. O
Quand le corps R est algébriquement, les résultats se simplifient considérablement
puisque les anneaux d’endomorphismes D; et Do sont égaux a R. L’expression de V5

dans le résultat suivant se simplifie également en (V @ V}"); ¢, qui correspond bien & une
généralisation du plus grand quotient m-isotypique dans le cas complexe.

Lemme B.11. Soit (7,V) € Repr(G1 x G2). Soit (71,V1) € Repr(G1) irréductible
admissible.

e On définit une sous-représentation de V par :

Vim] = N Ker(f) € Repp(Gy x Go).
f€Homg, (V;V1)

On appelle « plus grand quotient mi-isotypique de V' » la représentation :

Vi, = V/V[m1] € Repr(G1 x Ga).

o [l existe alors un HRr(G2) — Di-bimodule (w2, Va), unique a isomorphisme de bi-
module pres, tel que :
Ve, >~ 72 ®p, 71.

De plus, on a un isomorphisme de Hr(G2) — D1-bimodule :

Vo =~ (V @ Homp, (Vi, D1)%) 1, -
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Démonstration. Le groupe Ga agit de maniere évidente sur Homg, (V,V7), donc sur
V[m] a fortiori. On a bien V[m] et V, qui sont des représentations de G1 x G2. Pour
I'unicité de Va, on va montrer que si V5 existe, alors Vo ~ (V ®p ﬂi)lcl ou l'on a pris les
coinvariants vis-a-vis de G et la représentation 7j = Homp, (V1, D1)* est non réduite
a 0. La structure de Dj-module & droite sur (V ®p Wi)lGl est héritée de celle sur 7.
On suppose donc qu’on a un isomorphisme Vi, ~ V5 ®p, Vi dans Repr(G1 X G2). Le
morphisme quotient V' — Vz, induit un isomorphisme (V &g 7)14, ~ (Vi; ®r ™)1,
puisque V[m1]®p7] est inclus dans (Vi ® g7} )[1, |. D’une part, comme 7 est admissible,
on peut montrer que (77)" ~ 7 en tant que (Hr(G1) ® g D1)-module. D’autre part, pour
tout f € Homeg, (V ®@g 7, 1g,), onav eV — (v) — f(v®gv])) € Vi qui appartient a
Homg, (V,71). Donc si v € V], pour tout v] € V{, on obtient bien que f(v®gv]) = 0.
Maintenant, si V;, ~ m ®p, 71, alors :

(V ®R ﬂ-i)lcl - (Vﬂ'l ®R 7Ti)lcl = ‘/2 ®D1 (ﬂ-l ®R 7T/1)1G1 = V2

la derniére égalité résulte d’un argument classique car (7] ®p 7['/1)1G1 est un Di-module
a gauche de dimension 1. En effet, en procédant comme dans [Ren09, II1.1.9], on un
isomorphisme de R-espaces vectoriels Homy, (¢ )e .0, (T1 ®R 71, 1¢y,p,) =~ Endg, (77)
ou 1g, p, désigne la « représentation triviale » i.e. un Dq-espace vectoriel de dimension
1 muni de laction triviale de G;. Comme Endg, (7]) est un Dj-espace vectoriel de
dimension 1, le dual de (m ®pg Wi)lcl est de dimension 1 sur D;. D’ou le fait que
(m1 ® )14, soit de dimension 1.

En ce qui concerne l'existence de V3, il suffit de montrer que V;, est une sous-
représentation d’une représentation de la forme Vi @ p, 71 et utiliser le lemme précédent.
On pose V2 = (V ®g 7 )14, et on désigne par p le morphisme quotient V @ 7 — V5
associé aux coinvariants vis-a-vis de Gp. Soit ¢ 'application R-linéaire :

d:veEV = (o(v):v) — plv@gvy)) € Homp, (V{, V5).

Elle est un morphisme de représentations de G; x (G2 et se factorise par Vi ,. On va
montrer que I'image de ¢(v) est de dimension finie. Soient v € V' et K un sous-groupe
ouvert compact de G; de pro-ordre inversible dans R fixant v. Soit ex l'idempotent
associé dans l'algébre de Hecke Hr(G1). Pour v] € V{, on a :

P(v)(v1) = p(v @r v}) = p(r(ex)v ®r v1) = p(v @r (€K )v1)

ol ek est I'image de ey par 'automorphisme g — ¢g~'. Mais ex = ek, ce qui entraine
que ¢(v)(v]) = ¢(v)(7)(ex)v]). Autrement dit ¢(v) se factorise par 7j(ex). On a un
plongement naturel Vo ®p, Vi — Homp, (V/, V2). L’admissibilité de 7; implique que son
image est le sous-espace des f € Homp, (V{,V2) tel qu’il existe un sous-groupe ouvert
compact K de G; de pro-ordre inversible pour lequel f se factorise par 7} (ex). Alors ¢
se factorise par ¢’ : Vz, — Vo ®p, V1.

Il reste & montrer que ¢’ est injective pour conclure. Soit v € Vg, v # 0. 1l existe
par hypothese f € Homg, (Vr,,m1) tel que f(v) # 0. Fixons un tel f et v] € V{ tels que
v) o f(v) # 0. Par fonctorialité, f définit un morphisme de Di-modules & droite :

fro(VerV)a = (Vi ®r Vg, -
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En composant avec h : v1 Qpv] € Vi Qr V/ = v (v1) € 1g,,p,, qui se factorise par
(Vi ® V)14, , on obtient que ho f'op(v®g vi) = v o f(v) # 0 et donc p(v ®p v}) # 0.
Par conséquent ¢(v+V[m]) # 0 et ¢’ est injective. Comme énoncé plus haut, V, est une
sous-représentation de Vo ®p, V1 et le lemme précédent donne l'existence de (ma, V2). O

Corollaire B.12. Soit (m1;)icr une famille finie de représentations irréductibles deuz d
deux non isomorphes. Pour V € Repg(G1 x G2), on note pr, , la projection V = Vg, ..
Alors lapplication :

pr:v eV = (pr,;(v))ier € @z’elvﬁ

est surjective de noyau :

(Vir = N Ker(f).

i€l fe€Homg, (V,®ierm,i)

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que N;e;V [m1 ;] est le noyau de 'application de
I'énoncé puisque le noyau de pr, , est V[m ;] par définition. Ensuite, on voit facilement
que la derniére égalité est vraie étant donné que Home, (V, @;m1,:) = [[; Homg, (V, 71,4).
Il reste donc & prouver que I’application ainsi définie est surjective. On le montre
a l'aide d’une récurrence finie. Soit i9 € I. Par définition Vi, , = V/V[m;,] est une
représentation 7y j,-isotypique dans Repg(G1). Pour tout ¢ € I avec i # ip, on a :

VT"l,i = (V[WLiODm,i'

En effet on a des inclusions Vm ;] N Vm1;,] C Vimi,] C V, ou le dernier quotient
V/Vm1,,] est mi,-isotypique et le premier est m;-isotypique. Par conséquent V' se
surjecte sur Vr, , ® Vg, , avec Vi . = = V{14, /VImi 4 N Vw1, Une récurrence finie
montre qu’il en de méme pour |I| représentations deux a deux non isomorphes : si 'on
considere par exemple V[ ;)] — @iep\i Vi, au lieu de I'application de I’énoncé, les
images de V et de V[ ] dans @;ep i,V sont égales, et on peut recommencer pour
un autre indice ¢; de I'\{ip}. Comme I est fini, on en déduit que 'application de I’énoncé
est surjective. O

Comportement vis-a-vis de I’extension des scalaires. On fixe une cloture algé-
brique R de R. Pour toute représentation irréductible admissible 7; dans Repg(G1),
et quand le corps R est parfait, le Théoreme B.2 assure qu'il existe py € Repp(G1)
irréductible (admissible) telle que :

W1®RRﬁm1< @ wm).
weGalg(E(p1),R)

Soit V' € Reppr(G1 x G2). Peut-on relier 'espace des 7j-coinvariants V., avec ’ensemble

des wpi-coninvariants Vi, ot w € Galr(E(p1), R)? La réponse est apportée par le
théoreme suivant.
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Théoréme B.13. On suppose que R est un corps parfait. Soit (w1, V1) une représen-
tation irréductible admissible dans Reppr(G1). On considére la décomposition précédente
de m ®r R donnée par le Théoréme B.2. Alors pour tout V € Repr(G1 x G2), on a :

V7r1 ®R R~ @ (V QR R)U)Pl'
weGalg(E(p1),R)

Démonstration. D’apres le Corollaire B.12, I'application :

V@rR— @ (V®RR)W)1
weGalg(B(p1),R)

est surjective et a pour noyau (), (V ®x R)[wp1]. On va montrer que :

Vim]®g R = N (V ®@g R)[wp1].
weGalg(E(p1),R)

Cette derniere égalité entrainera alors que (V ®@g R)/(V[m] ®r R) ~ Vi, ®r R est le
plus grand quotient isotypique de V associé, au sens du Corollaire B.12, & la famille finie

(WP weGalp(E(p1). R):

L’inclusion directe demande le moins d’effort. Soit v € V[m]. Il s’agit de montrer que
pour tout w € Galr(E(p1), R) et tout f € Homg, (VRrR,wp1), onav®gl € Ker(f). En
particulier, un tel f définit un morphisme de R[G1]-modules Res®(V@grR) — Res®(wp,)
par oubli des scalaires. De plus, le morphisme f est non nul si et seulement si sa restriction
aVe®rl={v®grl|veV} estnon nulle. Or, comme dans les premiéres lignes de la
preuve du Lemme B.4, la représentation Res®(wp;) est 7-isotypique. Par conséquent
flvert : V=V ®@r1l— Res®(wp;) ~ @r;. Donc f(v@g 1) = 0 par définition de V[my].

En ce qui concerne le sens indirect, on sait d’apres le Lemme B.11 qu’il existe un
R[G2] — D1-bimodule lisse V5 tel que Vi, ~ Vo®p, Vi ou D; = Endg, (71) est une algebre
a division de degré mj sur son centre. De plus, on a un isomorphisme de représentations :

V7r1 ®RR =~ (V2 XRrR R) ®D1®RR (Vl KRR R)

D’aprés le Théoréme B.2, 'anneau Dy ®g R est isomorphe & [],, €wD =~ [T, Mm, (R) ot
(e’w)wGGaIR(El,R) est un systéme d’idempotents centraux primitifs dans D; ®g R. On en
déduit que :

Vi, @r R~ €D Vi @c,,p (ma(wp1))

olt miwpy = ey(m1 @r R) et Vi, = Vaey,.
On montre ensuite qu’il existe une représentation Vs, € Repz(Ga) telle que :

Vi @e,n (Mm1(wp1)) = Voo @p (wpr).

En effet e, D >~ M, (R), et en notant e; j la matrice élémentaire dans M,,, (R), on a
e1,1+ - +emy,m, = Idp, quiest une décomposition de I'identité en somme d’idempotents.

IIs ne sont cependant pas centraux dans M,,, (R). Néanmoins, chaque e;; définit une
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application v € Vi, + wve;; € Vi, qui est un morphisme de R[Gg]—modules. De plus
eiiViw =~ e1,1 V4 pour tout 7. En notant V., = Vise11 € Repg(Ga), on a Vi, =~ my Vo, et
(leQﬂU)@Mml(R) (mi1(wp1)) =~ Vo, @ (wp1). Ainsi le quotient V@gR — Va4, @ (wp1)

se factorise par (V ®R R)wpl par_déﬁnition du plus grand quotient wpi-isotypique. Donc
le quotient V ®p R — Vi, Qr R >~ ©yVow Qf (Eupl) se factorise par @y (V @r R)wp, -

En d’autres termes Ny, (V ®g R)wp, C V[m] @r R. O

Références

[Boul2]  N. Bourbaki. Algébre, Chapitre 8 : Modules et anneauz semisimples. Springer,
2012.

[CT13] G. Chinello and D. Turchetti. Weil representation and metaplectic groups
over an integral domain. Communications in algebra, 43 :6 :2388-2419, 2013.

[Dat05]  J.-F. Dat. v-tempered representations of p-adic groups I : ¢-adic case. Duke
Math. J., 126(3) :397-469, 2005.

[Fla79] D. Flath. Decomposition of representations into tensor products. In Auto-
morphic forms, representations and L-functions, Proc. Symp. in Pure Maths
XXXIII, pages 275—-286. AMS, 1979.

[GS17] W. T. Gan and B. Sun. The Howe duality conjecture : quaternionic case. In
Representation theory, number theory and invariant theory, volume 323, in
honor of R. Howe’s 70th birthday of Progress in Mathematics, pages 175-192.
Weizmann, Cham, 2017.

[GT11] W.T. Gan and S. Takeda. The local Langlands conjecture for GSp(4). Ann.
of Math. (2), 173(3) :1841-1882, 2011.

[GT16] W.T. Gan and S. Takeda. A proof of the Howe duality conjecture. J. of the
Amer. Math. Society, 29(3) :473-493, 2016.

[HKS96] M. Harris, S. S. Kudla, and W. J. Jr. Sweet. Theta dichotomy for unitary
groups. J. of the Amer. Math. Soc., 9 :941-1004, 1996.

[How79] R. Howe. f-series and invariant theory. In A. Borel and W. Casselman, edi-
tors, Automorphic forms, Representations and L-functions, Part I, volume 33,
pages 275-285. American Math. Soc., 1979.

[KS20] R. Kurinczuk and S. Stevens. Cuspidal /-modular representations of p-adic
classical groups. J. Reine Angew. Math (Crelles Journal), 2020.

[Kud86] S.S. Kudla. On the local theta correspondence. Invent. Math., 83 :229-255,
1986.

[Kud94] S.S. Kudla. Splitting metaplectic covers of dual reductive pairs. Israel Journal
of Mathematics, 87 :1-3 :361-401, February 1994.

[Min06]  A. Minguez. Correspondance de Howe {-modulaire : paires duales de type II.

PhD thesis, Université d’Orsay, 2006.

80



[Min0g]
[Moo68]
[MVWS7]

[Per81]

[Ral84]

[Ren09]
[RR93]

[Shi12]
[SS74]

[Ste62]

[SZ15]

[Tri19]
[Vig96]
[Vig01]

[Wal90]

[Wei64]

[Yam14]

A. Minguez. Correspondance de Howe explicite : paires duales de type II.
Ann. Sci. Ec. Norm. Supér., 41(5) :717-741, 2008.

C. C. Moore. Group extensions of p-adic and adelic linear groups. Publications
mathématiques de UL H.E.S., 35 :5-70, 1968.

C. Moeglin, M.-F. Vignéras, and J.-L.. Waldspurger. Correspondance de Howe
sur un corps p-adique. Springer, 1987.

P. Perrin. Représentations de Schrédinger, indices de Maslov et groupe méta-
plectique. In Non commutative harmonic analysis and Lie groups, Proceedings
Marseille-Luminy 1980, pages 370-407. Springer LN 880, Berlin, Heidelberg,
New York, 1981.

S. Rallis. On the Howe duality conjecture. Compositio Mathematica,
51(3) :333-3999, 1984.

D. Renard. Représentations des groupes réductifs p-adiques. SMF, 2009.

R. Ranga Rao. On some explicit formulas in the theory of Weil representation.
Pacific J. Math., 157(2) :335-371, 1993.

S. W. Shin. Abelian varieties and Weil representations. Algebra Number
Theory, 6 :1719-1772, 2012.

T. A. Springer and R. Steinberg. Conjugacy classes in algebraic groups. Sprin-
ger, 1974.

R. Steinberg. Générateurs, relations et revétements de groupes algébriques.

In Colloque sur la théorie des groupes algébriques, pages 113-128, Bruxelles,
1962.

B. Sun and C.-B. Zhu. Conservation relations for local theta correspondence.
J. of the Amer. Math. Soc., 28(4) :939-983, October 2015.

J. Trias. Clorrespondance théta locale ¢-modulaire. PhD thesis, Sorbonne
Université, Jussieu, 2019.

M.-F. Vignéras. Représentations £-modulaires d’un groupe réductif p-adique
avec | # p. Birkhduser, 1996.

M.-F. Vignéras. Correspondance de Langlands semi-simple pour GL(n, F)
modulo [ # p. Invent. Math., 144 :177-223, 2001.

J.-L. Waldspurger. Démonstration d’une conjecture de Howe dans le cas p-
adique, p # 2. In S. S. Gelbart, R. Howe, and P. Sarnak, editors, Festschrift in
honor of 1. I. Piatetski-Shapiro on the occasion of his sixtieth birthday, Part
I, Israel Math. Conf. Proc. 2, pages 267-324. Weizmann, Jerusalem, 1990.
A. Weil. Sur certains groupes d’opérateurs unitaires. Acta Math., 111 :143—
211, 1964.

S. Yamana. L-functions and theta correspondence for classical groups. In-
ventiones mathematicae, 196 :651-732, 2014.

81



